UNIVERSITATEA DE VEST Facultatea de S¸tiint¸e Economice Constantin Chil˘arescu O Ciorˆıc˘a R Herbei C Preda N Surulescu C S¸ipo¸s Bazele Statisticii Partea I Teoria Probabilit˘at¸ilor Prefat¸˘a Timi¸soara, Cuprins Introducere Considerat¸ii generale Scurt istoric al teoriei probabilit˘at¸ilor Not¸iuni fundamentale ale teoriei probabilit˘at¸ilor Experient¸e ¸si evenimente aleatoare Relat¸ii ¸si operat¸ii elementare pe mult¸imea evenimentelor aleatoare Frecvent¸e relative ¸si definit¸ia statistic˘a a probabilit˘at¸ii Definit¸ia clasic˘a a probabilit˘at¸ii Definit¸ia axiomatic˘a Independent¸a ¸si condit¸ionarea evenimentelor aleatoare Independent¸a evenimentelor aleatoare Probabilit˘at¸i condit¸ionate Metode de num˘arare Principiul multiplic˘arii Elemente de analiz˘a combinatorie Scheme Clasice de Probabilitate Schema lui Bernoulli (sau Schema bilei revenite) Schema multinomial˘a Schema bilei nerevenite Schema generalizat˘a a bilei nerevenite Schema lui Poisson Exercit¸ii ¸si probleme Var aleat -December , Funct¸ii de repartit¸ie Variabile ¸si vectori aleatori continui Variabile Aleatoare Independente CUPRINS Caracteristici numerice asociate variabilelor aleatoare Medii ¸si momente pentru variabile discrete Medii ¸si momente pentru variabile continue Dispersia variabilelor aleatoare Inegalit˘at¸i importante ˆın studiul variabilelor aleatoare Covariant¸˘a ¸si Corelat¸ie Funct¸ii caracteristice ¸si funct¸ii generatoare Exercit¸ii ¸si probleme Repart clasice , December , Repartit¸ii discrete Repartit¸ia binomial˘a Repartit¸ia Poisson Repartit¸ia hipergeometric˘a Repartit¸ia geometric˘a Repartit¸ii continue Repartit¸ia uniform˘a Repartit¸ia Normal˘a Repartit¸ia Log-Normal˘a Repartit¸ia Gamma Repartit¸ia exponent¸ial˘a Repartit¸ia  Repartit¸ia Student Repartit¸ia Fisher-Snedecor Propriet˘at¸i asimptotice Tipuri de convergent¸e Legi ale numerelor mari ¸si Teorema Limit˘a Central˘a Exercit¸ii ¸si probleme Bibliografie Introducere Considerat¸ii generale ˆ In multe studii ¸ stiint¸ ifice asupra fenomenelor economice, fizice etc , se caut˘a modele matematice cˆat mai performante, cu ajutorul c˘arora s˘a se poat˘a descrie sau prognoza anumite valori de interes pentru fenomenul studiat Este binecunoscut faptul c˘a, spre exemplu, ˆın fizic˘a ¸si ˆın chimie ˆıntˆalnim foarte multe modele matematice ce descriu fenomene care, repetate ˆın condit¸ii ideale, furnizeaz˘a ˆın mod esent¸ial acelea¸si rezultate de fiecare dat˘a De pild˘a, considerˆand fenomenul c˘aderii libere a unui obiect material, binecunoscuta formul˘a v = g · t (g fiind accelerat¸ia gravitat¸ional˘a) ne furnizez˘a un model matematic foarte util pentru descrierea vitezei v de c˘adere liber˘a a respectivului obiect Acesta este un exemplu de model determinist Astfel de modele nu sunt ˆıns˘a adecvate atunci cˆand experimentele se efectueaz˘a ˆın condit¸ii mai put¸in ideale ˆ In astfel de condit¸ii apar variabile incontrolabile, cum ar fi temperatura aerului, umiditatea, erorile de m˘asurare etc , care pot afecta destul de mult rezultatul experimentului ˆ In plus, a ˆıncerca s˘a construim un model determinist care s˘a ia ˆın calcul tot¸i ace¸sti factori perturbatori se dovede¸ste a fi ˆın general o sarcin˘a imposibil˘a Necesitatea elabor˘arii unor modele matematice ¸si pentru astfel de situat¸ii nedeterministe motiveaz˘a studiul probabilit˘at¸ilor Modelele matematice construite ˆın acest cadru vor fi numite modele probabiliste Cˆateodat˘a, pentru desemnarea unor astfel de modele, ˆın locul termenilor probabilistic, prob- abiliste se utilizez˘a termenii stochastic, stochastice datorit˘a faptului c˘a ˆın limba greac˘a cuvˆantul stochos ˆınseamn˘a ghicire Teoria probabilit˘at¸ilor studiaz˘a legile dup˘a care evolueaz˘a fenomenele aleatoare Despre un fenomen se spune ca este aleator dac˘a, repetˆandu-l de mai multe ori, rezultatul obt¸inut la fiecare repetare se schimb˘a de o manier˘a imprevizibil˘a CUPRINS Cˆateva exemple de fenomene aleatoare: extragerile loto, jocurile de noroc, procentul de rebuturi la fabricarea unui anumit produs, tragerile la t¸int˘a, etc S˘a lu˘am, de pild˘a, din categoria jocurilor de noroc acele jocuri care au la baz˘a experient¸a de aruncare a zarului: rezultatul experimentului este dat de cifra ar˘atat˘a de zar la oprire Un astfel de rezultat nu poate fi prev˘azut, deoarece el depinde de o mult¸ime de factori ˆıntˆampl˘atori, cum ar fi pozit¸ia ˆın momentul arunc˘arii, impulsul init¸ial dat zarului, particularit˘at¸ile fizice ale fet¸elor, etc De asemenea, analizˆand product¸ia oric˘arei firme, se constat˘a u¸sor c˘a articolele de acela¸si tip difer˘a ˆıntre ele ˆıntr-o oarecare m˘asur˘a (de exemplu, ˆın product¸ia becurilor electrice, durata de ardere a becului este diferit˘a pentru becuri diferite) Nici m˘acar ˆın cazul tragerilor la t¸int˘a cu o arm˘a, glontele nu va nimeri totdeauna ˆın mijlocul t¸intei ˆ In toate aceste cazuri este evident c ˘a nu putem prevedea dinainte rezultatul experimentului Orice fenomen, fie el ¸si determinist, este ˆıntodeauna ˆınsot¸it de perturb˘ari aleatoare Totu¸si, ˆın anumite aplicat¸ii practice se pot neglija aceste elemente aleatoare ˆınlocuind fenomenul real printr-un model (adic˘a o schem˘a simplificat ˘a) ¸si presupunˆand ca ˆın condit¸iile date ale experient¸ei avem o derulare bine determinat˘a Printre multitudinea factorilor care intervin ˆın fenomenul studiat se select¸ioneaz˘a cei mai important¸i (cei fundamentali ¸si decisivi) ¸si se neglijeaj˘a pur ¸si simplu influent¸a celorlalt¸i factori Aceasta este metoda uzual˘a de studiu chiar ¸si ˆın cazul diferitelor fenomene ce apar ˆın fizic˘a, chimie, mecanic˘a, etc Utilizarea matematicii ˆın studiul fenomenelor aleatoare se bazeaz˘a pe faptul c˘a ˆın multe cazuri ¸sansa aparit¸iei unuia sau altuia dintre rezultatele experimentului poate fi evaluat˘a cantitativ, adic˘a poate fi exprimat˘a printr-un num˘ar p Un prim indiciu ˆın acest sens este faptul c˘a la repetarea ˆın acelea ¸si condit¸ii de un num˘ar mare de ori a unei experient¸e aletoare, frecvent¸a relativ˘a de aparit¸ie a rezultatului considerat (adic˘a raportul dintre num˘arul de ˆıncerc˘ari ˆın care s-a obt¸inut acest rezultat ¸si num˘arul total al ˆıncerc˘arilor efectuate) r˘amˆane tot timpul aproximativ aceea¸si, apropiat˘a de o valoare constant˘a p Acest num˘ar se nume¸ste probabilitatea de aparit¸ie a rezultatului considerat Existent¸a unei astfel de probabilit˘at¸ii este, desigur, independent ˘a de efectuarea experimentelor De aceea, ne putem ˆıntreba dac˘a probabilit ˘at¸ile nu pot fi calculate ¸si f˘ar˘a a efectua vreun experiment Se constat˘a c˘a ˆıntr-o serie de cazuri acest lucru se poate face, plecˆand direct de la natura experimentului considerat ˆ Intr-o astfel de situat¸ie, obiectul experimentului SCURT ISTORIC AL TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR prezint˘a, ˆın general, o anumit˘a simetrie, iar calculul probabilit˘at¸ii de aparit¸ie a unui rezultat oarecare se bazeaz˘a pe considerat¸ii de analiz˘a combinatorie, deseori destul de complexe Scurt istoric al teoriei probabilit˘at¸ilor Rudimente de idei probabiliste, ˆın leg˘atur˘a cu jocurile de zaruri ¸si de c˘art¸i conduc ˆınapoi, spre mijlocul secolului al XVI-lea, la Gerolamo Cardano ( - ) ˆ In cartea sa despre jocurile cu zaruri ap˘arut˘a postum, Cardano calcula ¸sansele de aparit¸ie a numerelor pare la aruncarea cu zarul ˆın contextul discut¸iilor relative la pariurile corecte El a introdus ideea num˘arului de rezultate egal posibile la efectuarea unei experient¸e aleatoare ˆ In secolele urm˘ atoare, ˆ ın afara dezvolt˘ arii unor metode combinatoriale de calcul, nimic semnificativ nu s-a mai ˆıntˆamplat pˆan˘a la binecunoscuta serie de scrisori schimbate de Pierre de Fermat( - ) ¸si Blaise Pascal( - ) ˆın leg˘atur˘a cu probabilit˘at¸ile asociate jocurilor de noroc ˆ In aceste scrisori s-au pus bazele teoriei probabilit˘at¸ilor ca instrument sistematic de rezolvare a problemelor legate de jocurile de noroc Lui Pascal ¸si Fermat li se atribuie primul r˘aspuns corect la o problem˘a mai veche legat˘a de ˆımp˘art¸irea mizelor cˆand un joc corect este oprit ˆınainte ca vreunul din juc˘atori s˘a cˆa¸stige Urm˘atorul reper istoric important a fost cartea lui Christian Huyghens ( - ), How to reason in dice games, care s-a dovedit a fi prima carte de probabilit˘at¸i despre jocurile de noroc, mai larg raspˆandit˘a Huyghens a introdus regulile de baz˘a ale adun˘arii ¸si ˆınmult¸irii probabilit˘at¸ilor Urm˘atoarea carte important˘a de probabilit˘at¸i, intitulat˘a The art of con- jecturing a fost scris˘a de James Bernoulli( - ), dar publicat˘a abia ˆın de c˘atre nepotul s˘au Nicolas Cartea a ˆınsemnat un punct de reper pentru teoria probabilit˘at¸ilor, c˘aci a mers dincolo de probabilit˘at¸ile asociate cu jocurile de noroc ¸si a demonstrat prima dintre a¸sa-numitele teoreme limit˘a, cunoscut˘a azi ca legea numerelor mari, ca justificare a folosirii frecvent¸elor relative la aproximarea probabilit˘at¸ii reale de realizare a unui eveniment aleator Aceast˘a direct¸ie a fost preluat˘a de Abraham de Moivre ( - ), care a demonstrat ˆın cartea sa La doctrine des chances (publicat˘a ˆın ) a doua teorem˘a limit˘a, cunoscut˘a azi ca teorema limit˘a central˘a De Moivre a formalizat pentru prima dat˘a not¸iuni importante, ca independent¸a evenimentelor aleatoare ¸si probabilit˘at¸ile condit¸ionate Pierre Simon Laplace ( - ) a sistematizat ¸si a extins ˆın cartea CUPRINS sa La th´eorie analitique des probabilit´es ( ) rezultatele de pˆan˘a atunci, cu privire la calculul probabilit˘at¸ilor asociate cu jocurile de noroc ¸si teoremele limit˘a Laplace ¸si Carl Friedrich Gauss ( - ) au fondat a¸sa-numita teorie a erorilor, care leag˘a teoria probabilit˘at¸ilor de modelarea datelor observate, operat¸ionalizˆand efectul teoremei limit˘a central˘a ¸si introducˆand metoda celor mai mici p˘atrate La aceasta s-a ajuns considerˆand erorile observat¸iilor ca efectul cumulativ al multor erori independente Dominat¸ia distribut¸iei normale a ˆınceput cu Laplace ¸si Gauss (de aici denumirea de distribut¸ie gaus- sian˘a) ¸si continu˘a pˆan˘a ˆın zilele noastre Sintetizarea teoriei probabilit˘at¸ilor f˘acut˘a de Laplace a furnizat bazele statisticii matematice ˆ In secolul al XIX-lea, teoria probabilit˘ at¸ ilor a fost identificat˘a cu teoremele limit˘a, iar linia desp˘art¸itoare dintre probabilitatea unui eveniment ¸si frecvent¸a sa relativ˘a de realizare ˆıntr-un ¸sir de ˆıncerc˘ari, era ˆınc˘a destul de neclar˘a Totu¸si, utilitatea teoriei probabilit˘at¸ilor a ˆınceput s˘a se fac˘a simt¸it˘a ˆın foarte multe domenii de activitate Spre exemplu, ˆın jurisprudent¸a ¸si ¸stiint¸ele sociale era folosit˘a la analizarea datelor reale despre populat¸ie, mortalitate, natalitate, riscuri etc Bazele teoriei probabilit˘at¸ilor, construite pˆan˘a atunci doar dup˘a modelul jocurilor de noroc, s-au dovedit complet inadecvate pentru noile aplicat¸ii ale probabilit˘at¸ilor, iar c˘autarea de noi fundamente a ˆınceput cu L P Cebˆa¸sev ( - ) ¸si a fost extins˘a de discipolii s˘ai A A Markov ( - ) ¸si A M Liapunov ( - ) Cebˆa¸sev a introdus not¸iunea de variabil ˘a aleatoare ¸si a deschis mai multe direct¸ii de cercetare, cu doar patru publicat¸ii Student¸ii s˘ai, Markov ¸si Liapunov, au acceptat provocarea ¸si au reusit s˘a obt¸in˘a rezultate remarcabile ˆın teoria probabilit˘at¸ilor Influent¸a lor se vede mai ales ˆın teoremele limit˘a, unde au dezvoltat noi metode - revolut¸ionare pentru acea vreme - de studiu al comport˘arii asimptotice a sumelor de variabile aleatoare independente Fundat¸iile matematice ale teoriei moderne a probabilit˘at¸ilor au fost puse de Andrei Nikolaevici Kolmogorov ( - ), ˆın cartea sa despre bazele teoriei probabilit˘at¸ilor, publicat˘a pentru prima dat˘a ˆın Aceast˘a lucrare stabile¸ste riguros teoria probabilit˘at¸ilor ca parte a matematicii ¸si ¸si furnizez˘a un cadru general de dezvoltare pentru analiza statistic˘a modern˘a, fondat˘a cu un deceniu mai devreme de Ronald A Fisher ( - ) Capitolul Not¸iuni fundamentale ale teoriei probabilit˘at¸ilor Experient¸e ¸si evenimente aleatoare Termenul experient¸˘a se refer˘a ˆın general la procesul (sau operat¸ia) ˆın urma c˘aruia se obt¸ine un rezultat observabil ˆın cadrul unui anumit fenomen supus cercet˘arii Aceast˘a terminologie are prin urmare sensul uzual din vorbirea curent˘a ˆ In teoria probabilit˘ at¸ ilor, intereseaz˘a ˆ ın primul r ˆ and situat¸ iile dominate de incertitudine in ce prive¸ste rezultatul ce urmeaz˘a a se obt¸ine ˆın urma efectu˘arii experient¸ei Vom presupune ˆın cele ce urmeaz˘a c˘a o astfel de experint¸˘a poate fi repetat˘a de oric˘ate ori ˆın acelea¸si condit¸ii ¸si c˘a mult¸imea a tuturor rezultatelor sale posibile poate fi complet specificat˘a ˆınaintea efectu˘arii experient¸ei Experiet¸ele care verific˘a aceste condit¸ii se numesc experient¸e aleatoare ˆ In funct¸ ie de context, vom atribui experient¸ elor aleatoare diverse simboluri, cum ar fi: • E, G, X, Y, Z, EM, EZ, etc cˆand e vorba de a analiza o singur˘a experient¸˘a aleatoare, de regul˘a foarte simpl˘a; • En∗G, En∗Gm, En∗Z, En∗Zm, En∗M, En∗Mm, (cu n ¸si m numere naturale nenule) · · ·, sau E , E , · · ·, etc , cˆand se analizeaz˘a experient¸e aleatoare construite pe baza altor experient¸e aleatoare mai simple CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR De pild˘a, pentru orice n,m ∈ N∗, vom nota ˆın continuare cu EM experient¸a aleatoare ce const˘a ˆın aruncarea unei monezi; En∗M experient¸a aleatoare ce const˘a ˆın a arunca o moned˘a de n ori; ˜ En∗M (sau EMn) experient¸a aleatoare ce const˘a ˆın aruncarea a n monezi; En∗Mm experient¸a aleatoare ce const˘a ˆın a arunca de n ori m monezi; EZ experient¸a aleatoare ce const˘a ˆın aruncarea unui zar; En∗Z experient¸a aleatoare ce const˘a ˆın a arunca un zar de n ori; ˜ En∗Z (sau EZn) experient¸a aleatoare ce const˘a ˆın aruncarea a n zaruri; En∗Zm experient¸a aleatoare ce const˘a ˆın a arunca de n ori m zaruri; En∗G experient¸a aleatoare ce const˘a ˆın efectuarea succesiv˘a de n ori a experient¸ei aleatoare G; ˜ En∗G (sau EGn ) experient¸a aleatoare ce const˘a din n efectu˘ari simultane ale experient¸ei G En∗Gm experient¸a aleatoare ce const˘a ˆın repetarea de n ori a unei serii de m efectu˘ari simultane ale experient¸ei G (desigur, E ∗Gm ≡ EGm) Desigur, consider˘am c˘a orice experient¸˘a aleatoare se efectueaz˘a de fiecare dat˘a ˆın acelea¸si condit¸ii Esent¸ial de ret¸inutˆın ce privest¸e caracterizarea oric˘arei experient¸e aleatoare E este faptul c˘a: - nu putem preciza ˆınainte de efctuarea experient¸ei E ce rezultat se va obt¸ine, dar cunoa¸stem mult¸imea a tuturor rezultatelor sale posibile; - la orice efectuare a experient¸ei E se va obt¸ine ca rezultat unul ¸si numai unul dintre elementele mult¸imii ; - dup˘a efectuarea experient¸ei E putem spune cu precizie care rezultat posibil din s-a realizat; EXPERIENT¸E S¸I EVENIMENTE ALEATOARE - experient¸a aleatoare E se poate repeta, ˆın condit¸ii identice, ori de cˆate ori dorim Mult¸imea de rezultate posibile ale lui E mai poart˘a numele de spat¸iu de select¸ie sau mult¸imea de baz˘a asociat˘a experient¸ei aleatoare E Cˆand se lucreaz˘a cu mai multe experient¸e aleatoare, pentru a preciza clar despre care spat¸iu de select¸ie este vorba, se vor folosi notat¸ii de forma E De exemplu, pentru cˆateva dintre experient¸ele aleatoare mai sus amintite, d˘am mai jos o variant˘a de descriere a spat¸iilor de select¸ie corespunz˘atoare: • pentru EM: M = {b, s}, unde b=banul, s= stema; • pentru E ∗M: ∗M = M × M = {(b, b), (b, s), (s, b), (s, s)}; • pentru En∗M: n∗M = | M ×{·z· · M} de n ori , ∀n ∈ N∗; • pentru En∗Mm: n∗Mm = | m∗M ×{·z· · m∗M} de n ori , ∀n,m ∈ N∗; • pentru EZ Z = { , , , , , }, i e punctele corespunz˘atoare celor fet¸e ale zarului; • pentru E ∗Z: ∗Z = Z × Z = {(i, j)|i, j = }; • pentru En∗Z: n∗Z = | Z ×{·z· · Z} de n ori , ∀n ∈ N∗; CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR • pentru En∗Zm: n∗Zm = | m∗Z ×{·z· · m∗Z} de n ori , ∀n,m ∈ N∗; • pentru En∗G: n∗G = | G ×{·z· · G} de n ori ∀n ∈ N∗; unde G este spat¸iul de select¸ie al experient¸ei G • pentru En∗Gm: n∗Gm = | m∗G ×{·z· · m∗G} de n ori ∀n,m ∈ N∗ ˆ In mod evident experient¸ a aleatoare E n ∗ Z ce const˘a ˆ ın aruncarea unui zar de n ori este echivalent˘a cu experient¸a ˜ En∗Z ce const˘a ˆın aruncarea a n zaruri deodat˘a Prin urmare, pentru ambele experient¸e putem folosi aceea¸si descriere a spat¸iului de select¸ie, adic˘a n∗Z = ˜ n∗Z = Z n, ∀n ∈ N∗, unde, pentru orice mult¸ime , prin n se ˆıntelege produsul cartezian al mult¸imii  cu ea ˆıns˘a¸si de n ori Acela¸si lucru seˆıntˆampl˘a ¸si dac˘a, ˆıntr-un context similar, ˆınlocuim experient¸a de aruncare a zarului cu o experient˘a aleatoare oarecare G De exemplu, pentru orice n,m ∈ N∗, urm˘atoarele experient¸e aleatoare sunt ¸si ele, ˆın acest sens, echivalente: En∗Gm,Em∗Gn ¸si En·m∗G Se observ˘a c˘a spat¸iile de select¸ie prezentate mai sus sunt descrise, ˆın general, ca produse carteziene ale unei mult¸imi cu ea ˆıns˘a¸si de un anumit num˘ar de ori Avˆand ˆın vedere c˘a astfel de produse carteziene pot fi u¸sor specificate ˆıntr-o manier˘a echivalent˘a ca mult¸imi de funct¸ii, rezult˘a c˘a acela¸si lucru se poate face ¸si pentru aceste spat¸ii de select¸ie De pild˘a, ˆın cazul experient¸ei aleatoare En∗Gm spat¸iul de select¸ie mai poate fi specificat astfel n∗G = {f|f : { , · · · , n} → G}, unde G este spat¸iul de select¸ie al experient¸ei G EXPERIENT¸E S¸I EVENIMENTE ALEATOARE Deci, pentru aceea¸si experient¸˘a aleatoare, din punctul de vedere al formalismului matematic, se pot da ˆın general mai multe variante echivalente de descriere a mult¸imii rezulatelor sale posibile ˆ In funct¸ie de cerint¸ele fiec˘arei probleme concrete, se va alege una sau alta dintre aceste variante Se ¸stie c˘a despre o mult¸ime oarecare se spune c˘a este num˘arabil˘a dac˘a are o mult¸ime finit˘a de elemente sau dac˘a exist˘a o biject¸ie f : N → ˆ In cele ce urmez˘ a, notat¸ ia | | va desemna cardinalul mult¸ imii ( i e num˘arul elementelor acestei mult¸imi) Dac˘a spat¸iul de select¸ie , asociat experient¸ei aleatoare E, este o mult¸ime num˘arabil˘a, atunci vom spune c˘a este un spat¸iu de select¸ie discret Fiind dat˘a o experient¸˘a aleatoare E, vom numi evenimente aleatoare asociate lui E, acele afirmat¸ii sau propriet˘at¸i referitoare la aceast˘a experient¸˘a aleatoare, care abia dup˘a fiecare producere a lui E putem spune cu certitudine dac˘a s-au realizat sau nu ˆ In general, evenimentele aleatoare le vom nota cu litere mari: A , B , C , D , , A , A , · · ·, B , B ,· · · Dac˘a ˆın urma efectu˘arii experient¸ei aleatoare E s-a obt¸inut rezultatul ! ∈ ¸si evenimentul aleator A s-a realizat, atunci vom spune c˘a ! este un rezultat favorabil evenimentului A ˆ In caz contrar vom spune c˘a ! este un rezultat nefavorabil lui A Mult¸imea rezultatelor favorabile unui eveniment aleator A poart˘a numele de reprezentarea lui A ¸si o vom nota cu A Datorit˘a faptului c˘a orice experient¸˘a aleatoare E este echivalent˘a cu alegerea la ˆıntˆamplare a unui element din spat¸iul de select¸ie , orice eveniment aleator A se poate identifica cu A , adic˘a cu o submult¸ime a lui Bazˆandu-ne pe aceast˘a identificare, de foarte multe ori ˆın cele ce urmeaz˘a vom folosi acela¸si simbol pentru a desemna atˆat un eveniment aleator cˆat ¸si reprezentarea sa Vom numi eveniment elementar orice eveniment A pentru care |A | = Prin urmare evenimentele elementare se caracterizez˘a printr-un singur rezultat favorabil Datorit˘a acestui fapt, se poate spune c˘a elementele unui spat¸iu de select¸ie (numite uneori ¸si probe) sunt evenimente elementare Acele evenimente aleatoare A pentru care |A | > , se vor numi eveni- mente compuse Exemplul S˘a consider˘am experient¸a aleatoare ˜ E ∗Z ce const˘a ˆın aruncarea a dou˘a zaruri Ne propunem s˘a analiz˘am toate situat¸iile in care, ˆın urma aruc˘arii celor dou˘a zaruri, suma punctelor obt¸inute este Folosind not¸iunile CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR mai sus introduse, problema noastr˘a se reduce la gasirea reprezent˘arii evenimentului aleator A: suma punctelor obt¸inute ˆın urma arunc˘arii celor dou˘a zaruri este Spat¸iul de select¸ie ˜ ∗Z asociat acestei experient¸e aleatoare, l-am descris mai sus ˆ In acest context, pentru evenimentul aleator A avem reprezentarea: A˜ Z = {( , ); ( , ); ( , ); ( , ); ( , ); ( , )} Prin urmare, dac˘a ˆın urma arunc˘arii celor dou˘a zaruri la primul zar am obt¸inut i puncte, iar la al doilea zar j puncte, atunci vom spune c˘a evenimentul A s-a realizat dac˘a (i, j) ∈ A˜ Z ˆ In caz contrar, se spune c˘a evenimentul A nu s-a realizat De dragul simplit˘at¸ii, ˆın cele ce urmeaz˘a vom scrie direct A = {( , ); ( , ); ( , ); ( , ); ( , ); ( , )}, deoarece a¸sa cum am v˘azut mai sus orice eveniment poate fi identificat cu cu reprezentarea sa Relat¸ii ¸si operat¸ii elementare pe mult¸imea evenimentelor aleatoare Fie E o experient¸˘a aleatoare cu spat¸iul de select¸ie ¸si fie T mult¸imea evenimentelor aleatoare asociate experient¸ei E Pe mult¸imea T se pot defini relat¸ii ¸si operat¸ii similare cu cele ˆıntˆalnite ˆın teoria mult¸imilor: • egalitatea a dou˘a evenimente A ¸si B: dac˘a cele dou˘a evenimente sunt ˆıntodeauna simultan realizate sau simultan nerealizate Se noteaz˘a A = B • contrarul lui A: este evenimentul care se realizeaz˘a dac˘a ¸si numai dac˘a A nu se realizeaz˘a Se noteaz˘a A, Ac sau CA • reuniunea a dou˘a evenimente A ¸si B: este evenimentul care se realizeaz ˘a dac˘a ¸si numai se realizeaz˘a cel put¸in unul din cele dou˘a evenimente Se noteaz˘a A S B Analog se poate defini reuniunea unui num˘ar finit sau infinit de evenimente aleatoare: nS i= Ai, ∞S i= Ai RELAT¸ II S¸I OPERAT¸ II ELEMENTARE PEMULT¸ IMEA EVENIMENTELOR ALEATOARE • intersect¸ia a dou˘a evenimente A ¸si B: este evenimentul care se realizeaz ˘a dac˘a ¸si numai dac˘a ambele evenimente se realizeaz˘a Se noteaz˘a A T B Analog se poate defini intersect¸ia unui num˘ar finit sau infinit de evenimente aleatoare: nT i= Ai, ∞T i= Ai • diferent¸a a dou˘a evenimente A ¸si B: este evenimentul care se realizeaz ˘a dac˘a ¸si numai se realizeaz˘a A ¸si B nu se realizez˘a Se noteaz˘a A \ B Evident, A \ B = A T B • implicat¸ia : se spune c˘a evenimentul A implic˘a evenimentul B dac˘a atunci cˆand se realizeaz˘a A se realizeaz˘a ˆın mod necesar ¸si B Se noteaz˘a A ⊂ B ˆ In mult¸ imea evenimentelor asociate unei experient¸ e aleatoare exist˘a dou˘a evenimente cu o semnificat¸ie deosebit˘a: • evenimentul sigur: este evenimentul care se realizez˘a ˆıntodeauna probei Se noteaz˘a, ˆın general, cu S • evenimentul imposibil: este evenimentul care nu se realizez˘a niciodat ˘a Se noteaz˘a, ˆın general, cu I Dac˘a intersect¸ia a dou˘a evenimente este evenimentul imposibil, se spune c˘a cele dou˘a evenimente sunt incompatibile ˆ In caz contrar, ele se numesc compatibile O sintetizare a not¸iunilor introduse mai sus este dat˘a ˆın tabelul urm˘ator: CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR se scrie se cite¸ste semnificat¸ie ˆın teoria mult¸imilor S evenimentul sigur , spat¸iul de select¸ie I evenimentul imposibil ∅, mult¸imea vid˘a A ⊂ B A implic˘a B A ⊂ B A ∼ B sau A = B A ¸si B sunt echivalente A = B A ∪ B A sau B (A reunit cu B) A ∪ B A ∩ B A ¸si B (A intersectat cu B) A ∩ B CA sau A Evenimentul contrar sau complementar lui A CA A ∩ B = I A ¸si B sunt incompatibile A ∩ B = ∅ Se poate ar˘ata u¸sor c˘a (T , S , T , C) formeaz˘a o algebr˘a Boole, adic˘a urm˘atoarele propriet˘at¸i sunt adev˘arate: B ∪ ¸si ∩ sunt comutative ¸si asociative; B ∪ ¸si ∩ sunt distributive una fat¸˘a de cealalt˘a; B A ∩ (B ∪ A) = A, (A ∩ B) ∪ B = B (absorbt¸ie); B (A ∩ CA) ∪ B = B, (A ∪ CA) ∩ B = B (complementaritate) Foarte utile ˆın probleme sunt relat¸iile lui De Morgan: [ i∈J Hi = \ i∈J Hi ( ) \ i∈J Hi = [ i∈J Hi ( ) pentru orice sistem de evenimente aleatoare {Hi}i∈J Pentru J = { , } relat¸iile anterioare pot fi rescrise astfel: H [ H = H \ H , RELAT¸ II S¸I OPERAT¸ II ELEMENTARE PEMULT¸ IMEA EVENIMENTELOR ALEATOARE H \ H = H [ H La fel cum am definit reprezentarea unui eveniment aleator, se poate defini reprezentarea unei submult¸imi M a lui T prin M = {A |A ∈M} Dac˘aM este o algebr˘a (respectiv, -algebr˘a) de p˘arti ale lui , vom spune c˘a M este o algebr˘a (respectiv, -algebr˘a) de evenimente aleatoare Reamintim c˘a o familie A de p˘art¸i ale lui se nume¸ste algebr˘a de p˘art¸i dac˘a ∈ A; A ∈ A ⇒ CA ∈ A; A,B ∈ A ⇒ A ∪ B ∈ A De asemenea, vom spune despre o familie K ⊂ P( ) c˘a este o σ-algebr˘a de p˘art¸i ale lui dac˘a ) ∈ K; ) A ∈ K ⇒ CA ∈ K; ) An ∈ K, n = , , · · · ⇒ ∞S n= An ∈ K Mult¸imea T a tuturor evenimentelor ce se pot ata¸sa experient¸ei aleatoare E este ˆın foarte multe cazuri destul de complex˘a ¸si greu de analizat ˆ In astfel de cazuri, ˆın funct¸ie de problema concret˘a ce o avem de rezolvat, se analizeaz˘a mai degrab˘a anumite algebre sau σ-algebre de evenimente ˆ In cele ce urmez˘a, atunci cˆand K este o σ-algebr˘a de evenimente, vom numi perechea ( ,K) cˆamp de evenimente asociat experient¸ei aleatoare E Evident, T = P , adic˘a mult¸imea tuturor submult¸imilor lui Foarte utile ˆın calculul unor probabilit˘at¸i sunt sistemele complete de evenimente de care ne vom ocupa ˆın sect¸iunea referitoare la probabilit˘at¸ile condit¸ionate Aceste sisteme complete de evenimente au la baz˘a not¸iunea de partit¸ie a unui eveniment aleator pe care o vom introduce ˆın continuare Definit¸ia Fie A un eveniment aleator, A = I Vom spune c˘a un sistem de evenimente aleatoare {Hi}i∈J formeaz˘a o partit¸ie (sau o desfacere) a eveni- mentului A, dac˘a Hi = I, ∀i ∈ J ¸si Hi ∩ Hj = I ∀i = j; A = S i∈J Hi CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR De cele mai multe ori se lucreaz˘a cu partit¸ii finite ale evenimentului sigur Din faptul c˘a pentru orice eveniment aleator X avem X \ X = I, ( ) X [ X = S, ( ) rezult˘a c˘a un exemplu simplu de partit¸ie a evenimentului sigur este {A,A}, cu A evenimentul aleator nebanal, adic˘a A ∈ {I, S} Exemplul S˘a consider˘am urm˘atoarea ecuat¸ie ˆın mult¸imea evenimentelor aleatoare: X [ A [ X [ A = X \ B [ X [ B, ( ) unde A ¸si B sunt evenimente date iar X este evenimentul aleator necunoscut Rezolvarea unei astfel de ecuat¸ii se face u¸sor utilizˆand relat¸iile lui De Morgan precum ¸si faptul c˘a ∪ ¸si ∩ sunt distributive una fat¸˘a de cealalt˘a T¸ inˆand cont ¸si de relat¸ia ( ), membrul drept devine X \ B [ X [ B = X \ B [ X \ B = (X [ X) \ B = S \ B = B ¸si prin urmare ecuat¸ia init¸ial˘a este echivalent˘a cu urm˘atoarea ecuat¸ie: X [ A [ X [ A = B Putem ¸si aici transforma membrul stˆang utilizˆand mai ˆıntˆai relat¸iile lui De Morgan, a¸sa cum am f˘acut mai sus, sau putem trece direct la complementar˘a, rezultˆand astfel X [ A \ X [ A = B Membrul stˆang poate fi acum evaluat astfel: X [ A \ X [ A = X \ (A [ A) = X \ S = X ¸si prin urmare unica solut¸ie a ecuat¸iei ( ) este X = B FRECVENT¸E RELATIVE S¸I DEFINIT¸ IA STATISTIC˘A A PROBABILIT˘AT¸ II Frecvent¸e relative ¸si definit¸ia statistic˘a a probabilit˘at¸ii S˘a consider˘am o experient¸˘a aleatoare E ¸si un eveniment aleator A asociat acesteia O prim˘a metod˘a de a aprecia cantitativ ¸sansa de realizare a evenimentului A ˆın urma unei efectu˘ari a experient¸ei E, se bazeaz˘a pe not¸iunea de frecvent¸˘a relativ˘a pe care o vom introduce ˆın continuare Fie n un num˘ar natural nenul Repet˘am experient¸a E de n ori ˆın condit¸ii identice ¸si not˘am cu nA num˘arul de realiz˘ari ale evenimentului A (num˘arul natural nA mai poart˘a numele de frecvent¸˘a absolut˘a de aparit¸ie a evenimentului A ) Vom numi frecvent¸˘a relativ˘a a evenimentului A pe parcursul unei serii de n efectu˘ari ale lui E) raportul fn(A) = nA n Desigur, frecvent¸a variaz˘a de la o serie de efectu˘ari ale experient¸ei E la alt˘a serie de efectu˘ari, deci are ¸si ea un caracter aleator Evident ≤ nA ≤ n ¸si prin urmare ≤ fn(A) ≤ ˆ In practic˘a se constat˘a c ˘a pentru valori ale lui n foarte mari, frecvent¸ a relativ˘a oscileaz˘a foarte put¸in ˆın jurul unei constante reale P(A), numit˘a probabilitatea empiric˘a sau statistic˘a a lui A Aceasta este definit¸ia emipric˘a a probabilit˘atii unui eveniment, ea bazˆandu-se pe proprietatea de stabilitate a frecvent¸elor relative descris˘a mai sus Desigur, ar trebui precizat riguros matematic ce se ˆınt¸elege aici prin ”oscileaz˘a foarte put¸in” ˆın jurul valorii P(A), pentru ca definit¸ia de mai sus s˘a fie consistent˘a Acest lucru poate fi f˘acut ˆıns˘a doar pe baza a¸sa numitelor legi ale numerelor mari a c˘aror prezentare o vom putea face doar spre sfˆar¸situl acestui curs din cauza complexit˘at¸ii not¸iunilor ce stau la baza lor Alte propriet˘at¸i ale frecvent¸elor relative: - evenimentul sigur are frecvent¸a : fn( ) = , ∀n ∈ N∗; - dac˘a A ¸si B sunt evenimente incompatibile (A T B = I) atunci frecvent¸a relativ˘a a reuniunii celor dou˘a evenimente este suma frecvent¸elor relative: fn(A [ B) = fn(A) + fn(B), ∀n ∈ N∗ Definit¸ia clasic˘a a probabilit˘at¸ii S˘a examin˘am pentru ˆınceput una dintre cele mai simple experient¸e aleatoare ¸si anume EZ, adic˘a aruncarea unui zar presupus a fi perfect Aceast˘a experient¸˘a CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR aleatoare are, dup˘a cum am v˘azut, rezultate posibile: Z = { , , , , , } Zarul fiind presupus ”corect”, este natural a atribui fiec˘aruia din cele rezultate posibile aceea¸si ¸sans˘a de aparit¸ie, ¸si anume Modelul experient¸ei EZ poate fi generalizat la cazul unei experient¸e aleatoare oarecare E, care admite un spat¸iu de select¸ie cu un num˘ar finit de elemente: = {ω , , ωn}, (n ∈ N∗) S˘a presupunem c˘a toate cele n rezultate posibile ale experient¸ei E au aceea¸si ¸sans˘a de realizare ˆın orice efectuare a lui E Vom spune ˆın acest caz c˘a rezultatele experient¸ei aleatoare E sunt echiprobabile (sau egal probabile) ¸si le vom numi cazuri Prin urmare, la fel ca ¸si ˆın cazul experient¸ei EZ, se poate afirma c˘a, ˆıntr-o astfel de situat¸ie, ¸sansa de realizare a fiec˘aruia din cele n evenimente elementare asociate experient¸ei E este n Cu alte cuvinte, notˆand aceste evenimente elementare cu Ei = {wi}, i = , , n, definim probabilitatea evenimentului elementar Ei prin formula: P(Ei) = n = | | , ∀i = , , n Aceast˘a formul˘a se extinde ˆın mod natural la cazul unui eveniment aleator oarecare A ˆın felul urm˘ator: P(A) = |A | | | = nA n , unde nA reprezint˘a num˘arul rezultatelor favorabile lui A (numite aici ¸si cazuri favorabile) Cele discutate mai sus sunt sintetizate ˆın Definit¸ia Dac˘a E este o experient¸˘a aleatoare cu un num˘ar finit de rezultate posibile, ¸si dac˘a aceste rezultate sunt echiprobabile, atunci probabilitatea oric˘arui eveniment aleator A asociat lui E se define¸ste prin raportul dintre num˘arul cazurilor favorabile lui A ¸si num˘arul cazurilor posibile Aceast˘a definit¸ie este cunoscut˘a sub numele de definit¸ia clasic˘a a probabilit˘atilor D˘am ˆın continuare cˆateva propriet˘at¸i elementare ale probabilit˘at¸ilor calculate cu definit¸ia clasic˘a de mai sus: P(S) = ; P(I) = ; FRECVENT¸E RELATIVE S¸I DEFINIT¸ IA STATISTIC˘A A PROBABILIT˘AT¸ II P(A) ∈ [ , ], oricare ar fi A un eveniment aleator asociat lui E; P(A) = − P(A) pentru orice eveniment A; P(A S B) = P(A) + P(B), oricare ar fi A,B evenimente incompatibile; Dac˘a A implic˘a B (i e A ⊆ B), atunci P(A) ≤ P(B); Dac˘a A implic˘a B, atunci P(B − A) = P(B) − P(A) Exemplul S˘a consider˘am experient¸a aleatoare ˜ E ∗Z (adic˘a aruncarea a dou˘a zaruri) ¸si ne propunem s˘a calcul˘am probabilit˘at¸ile: a) probabilitatea de a obt¸ine o dubl˘a de ; b) probabilitatea de a obt¸ine o dubl˘a; c) probabilitatea ca suma punctelor obt¸inute s˘a fie Dup˘a cum am v˘azut ˆın exemplele de mai sus, spat¸iul de select¸ie corespunz˘ator acestei experient¸e este ˜ ∗Z ¸si ˜ ∗Z| = Prin urmare, avem de rezultate posibile ¸si cum zarurile sunt presupuse ideale, putem considera c˘a elementele lui ˜ ∗Z sunt echiprobabile Prin urmare putem aplica definit¸ia clasic˘a pentru calculul probabilit˘at¸ilor cerute Consider˘am evenimentele aleatoare: A : evenimentul de a obt¸ine o dubl˘a de ; A : evenimentul de a obt¸ine o dubl˘a; A : evenimentul ca suma punctelor obt¸inute s˘a fie Reprezent˘arile acestor evenimente sunt: A = {( , )}; A = {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}; A = {( , ); ( , ); ( , ); ( , ); ( , ); ( , )} Prin urmare probabilit˘at¸ile c˘autate sunt P(A ) = ; P(A ) = P(A ) = = Exemplul urm˘ator prezint˘a o problem˘a celebr˘a de probabilit˘at¸i, ap˘arut˘a ˆın secolul al XVII-lea ˆın Frant¸a pe baza observat¸iilor concrete asupra jocurilor cu zaruri ce se practicau ˆın vremea aceea Un prim r˘aspuns la aceast˘a problem˘a a fost dat de c˘atre matematicianul ¸si filozoful francez Blaise Pascal CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR Exemplul (Paradoxul Cavalerului de M´er´e) Cavalerul de M´er´e, mare amator al jocurilor cu zaruri, i-a semnalat lui Pascal c˘a are impresia unei ”falsit˘at¸i ˆın numere” deoarece el a constatat practic c˘a este mai avantajos s˘a mizezi pe ”obt¸inerea cel put¸in a unui din arunc˘ari ale unui zar” decˆat pe ”obt¸inerea cel put¸in a unei duble din arunc˘ari a dou˘a zaruri”, de¸si = Nedumerirea pare justificat˘a ¸si de faptul c˘a num˘arul mediu al lui ” ¸sase” din arunc˘ari este , iar num˘arul mediu al ”dublei ¸sase” din arunc˘ari este Exist˘a oare ”falsit˘at¸i ˆın numere”? S˘a ˆıncerc˘am s˘a reg˘asim r˘aspunsul lui Pascal la aceast˘a ˆıntrebare Consider˘am evenimentele aleatoare: X : evenimentul de a obt¸ine cel put¸in o dat˘a din arunc˘ari ale unui zar; X : evenimentul de a obt¸ine cel put¸in o dubl˘a de din arunc˘ari a dou˘a zaruri Vom ˆıncerca ˆın continuare s˘a evalu˘am probabilit˘at¸ile acestor evenimente utiliz ˆand definit¸ia clasic˘a a probabilit˘at¸ii Devine astfel posibil˘a compararea celor dou˘a probabilit˘at¸i ¸si deci solut¸ionarea problemei Evaluarea direct˘a a celor dou˘a probabilit˘at¸i este destul de dificil˘a ¸si de aceea, ca ˆın multe alte situat¸ii de genul acesta, se ˆıncearc˘a mai ˆıntˆai determinarea probabilit ˘at¸ilor evenimentelor complementare corespunz˘atoare, P(X )¸si P(X ), dup˘a care probabilit˘at¸ile care ne intereseaz˘a se determin˘a u¸sor din formulele P(X ) = − P(X¯ ), P(X ) = − P(X¯ ) ˆ In cazul de fat¸ ˘ a, evenimentele complementare sunt: X : evenimentul de a obt¸ine fat¸a cu puncte ˆın cele arunc˘ari ale unui zar; X : evenimentul de a obt¸ine nici o dubl˘a de ˆın arunc˘ari a dou˘a zaruri Dup˘a cum am v˘azut ˆın exemplele de mai sus, spat¸iul de select¸ie corespunz˘ator experient¸ei E ∗Z este ∗Z ¸si | ∗Z| = Zarurile fiind presupuse ideale, putem considera ca elementele lui ∗Z sunt echiprobabile ˆ In aceste condit¸ii, reprezentarea lui X se poate descrie astfel: X = {(i, j, k, l)|i, j, k, l = , , } = {| , , }×, { z ,×{ , , }} de ori FRECVENT¸E RELATIVE S¸I DEFINIT¸ IA STATISTIC˘A A PROBABILIT˘AT¸ II ¸si prin urmare X are · · · = cazuri favorabile rezult˘a c˘a P(X ) = ( ) ¸si deci P(X ) = − ( ) = ≈ , ˆ In cazul experient¸ ei aleatoare de aruncare a dou˘a zaruri de de ori se procedeaz ˘a ˆın mod asem˘an˘ator Spat¸iul de select¸ie corespunz˘ator acestei experient¸e se poate descrie astfel: ∗Z = Z × · · · × Z | {z } de de ori , unde dup˘a cum se ¸stie Z = {(i, j)|i, j = , · · · , } Dar cardinalul unui produs cartezian este egal cu produsul cardinalelor ˆın cazul unor mult¸imi finite ¸si deci num˘arul cazurilor posibile este aici Reprezentarea lui X este ˆın acest context urm˘atoarea X = |M×, { z ,×M} de ori unde M := Z \ {( , )} ¸si deci, pe baza acelora¸si principii de calcul, rezult˘a c˘a num˘arul cazurilor favorabile lui X este Prin urmare P(X ) = ( ) ¸si deci P(X ) = − ( ) ≈ , Prin urmare P(X ) , atunci probabilitatea lui A condit¸ionat˘a de B o vom nota cu P(A|B) ¸si o vom defini prin formula: P(A|B) = P(A T B) P(B) ( ) Prin urmare, P(A|B) reprezint˘a ¸sansa de realizare a lui A ˆın situat¸iile ˆın care ¸stim c˘a B s-a realizat ˆ In mod analog se define¸ ste ¸ si probabilitatea P(B|A), ˆ ın situat¸ iile ˆ ın care P(A) > , ¸si anume P(B|A) = P(A T B) P(A) Putem da acum noi caracteriz˘ari pentru independent¸a a dou˘a evenimente asociate experient¸ei E: INDEPENDENT¸A S¸I CONDIT¸ IONAREA EVENIMENTELOR ALEATOARE Teorema Fie A ¸si B sunt dou˘a evenimente oarecare cu P(B) > Atunci A ¸si B sunt independente dac˘a ¸si numai dac˘a P(A|B) = P(A) Demonstrat¸ie ˆ Intr-adev˘ar, dac˘a A ¸si B sunt independente, atunci P(A|B) = P(A ∩ B) P(B) = P(A) · P(B) P(B) = P(A) Reciproc, dac˘a P(A|B) = P(A), atunci P(A) = P(A ∩ B) P(B) ¸si deci P(A ∩ B) = P(A) · P(B), adic˘a A ¸si B sunt independente  Teorema Fie A ¸si B dou˘a evenimente oarecare cu Definit¸ia Funct¸ia PB : K → R, dat˘a prin PB(A) := P(A|B) = P(A ∩ B) P(B) , ∀A ∈ K, se nume¸ste probabilitate condit¸ionat˘a (de B) Se poate verifica u¸sor c˘a aceast˘a funct¸ie satisface toate condit¸iile necesare pentru a fi o probabilitate ¸si prin urmare avem Propozit¸ia Tripletul ( ,K, PB) este un cˆamp de probabilitate Ne vom ocupa ˆın continuare de cˆateva formule clasice de calcul al probabilit ˘at¸ilor condit¸ionate, foarte utile ˆın rezolvarea multor probleme Teorema (Formula de ˆınmult¸ire a probabilit˘at¸ilor) S˘a consider˘am n (n ≥ ) evenimente aleatoare A ,A , · · · ,An P(A \ A \ \ An− ) > Atunci: P \n k= An ! = P(A ) · P(A |A ) · P(A |A \ A )· · · · · P(An|A \ A \ \ An− ) Demonstrat¸ie Rezult˘a imediat, explicitˆand membrul drept cu definit¸ia condit¸ion˘arii dat˘a la ˆınceputul acestei sect¸iuni ¸si apoi f˘acˆand simplific˘arile de rigoare Se poate, desigur, demonstra u¸sor ¸si prin induct¸ie  INDEPENDENT¸A S¸I CONDIT¸ IONAREA EVENIMENTELOR ALEATOARE Observat¸ia a) Dac˘a cele n evenimente din propozit¸ia anterioar˘a sunt ˆın totalitate independente, atunci formula de ˆınmult¸ire a probabilit˘at¸ilor se reduce la binecunoscuta formul˘a P \n k= An ! = Yn k= P(Ak) ( ) Justificarea rezult˘a imediat pe baza Teoremei b) Particularizˆand n = ˆın teorema anterioar˘a, obt¸inem urm˘atoarea formul˘a frecvent utilizat˘a ˆın probleme: P(A ∩ B) = P(A) · PA(B) = P(B) · PB(A) pentru orice evenimente A,B astfel ˆıncˆat P(A) > , P(B) > Pe baza definit¸iei vom defini acum sistemele complete de evenimente pe care sunt construite formulele de mai jos Definit¸ia Vom spune c˘a un sistem de evenimente aleatoare {Hi}i∈J formeaz˘a un sistem complet de evenimente dac˘a {Hi}i∈J este o partit¸ie a evenimentului sigur ¸si dac˘a P(Hi) > ,∀i ∈ J Observat¸ia De cele mai multe ori mult¸imea de indici J cu care vom lucra va fi de forma J = { , , · · · , n} Teorema (Formula probabilit˘at¸ii totale) Fie {A ,A , ,An} un sis- tem complet de evenimente (n ≥ ), iar X este un eveniment oarecare Atunci P(X) = Xn i= P(Ai) · PAi(X) ( ) Demonstrat¸ie T¸ inˆand cont c˘a A [ A [ [ An = S ¸si Ai \ Aj = I ∀i = j, rezult˘a c˘a X poate fi descompus astfel: X = X \ S = X \ (A [ A [ [ An) = (X \ A ) [ (X \ A ) [ [ (X \ An) CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR Cum ˆıns˘a evenimentele (X T A ), (X T A ), , (X T An) sunt incompatibile dou˘a cˆate dou˘a, rezult˘a P(X) = Xn i= P(X \ Ai) = Xn i= P(Ai) · PAi(X), ( ) ultima egalitate obt¸inˆandu-se din formula de definit¸ie a probabilit˘at¸ilor condit¸ionate  Teorema (Formula lui Bayes) Dac˘a {A ,A , ,An} este un sistem com- plet de evenimente, iar X este un eveniment oarecare cu P(X) > , atunci P(Aj |X) = P(Aj) · P(X|Aj) Pn i= P(Ai) · P(X|Ai) , ∀j = , · · · , n ( ) Demonstrat¸ie Rezult˘a imediat, utilizˆand doar definit¸ia condit¸ion˘arii ¸si formula probabilit˘at¸ii totale: P(Aj |X) = P(X T Aj) P(X) = P(Aj) · P(X|Aj) P(X) ( )  Observat¸ia Formula lui Bayes mai este cunoscut˘a ¸si sub numele de formula ipotezelor Metode de num˘arare Utilizarea definit¸iei clasice a probabilit˘at¸ii impune determinarea num˘arului de cazuri posibile ¸si a celui de cazuri favorabile unui eveniment Evaluarea acestor numere nu este ˆıntotdeauna u¸soar˘a ¸si de aceea ˆın continuare vom pune ˆın evident¸˘a cˆateva metode ¸si rezultate utile acestui scop Principiul multiplic˘arii Presupunˆand c˘a avem de efctuat r (r ≥ ) operat¸ii distincte astfel ˆıncˆat operat¸ia i s˘a poat˘a fi efectuat˘a ˆın ni moduri diferite, i = , · · · , r, atunci toate cele r operat¸ii pot fi executate ˆın n · n · · · nr variante diferite METODE DE NUM˘ARARE Exemplul S˘a consider˘am r urne U ,U , · · · ,Ur astfel ˆıncˆat urna Ui cont¸ine ni bile de culoarea ci, i = , · · · , r Atunci, pe baza principiului multiplic˘arii descris mai sus, rezult˘a ca num˘arul variantelor distincte de obt¸inere a r bile de culori diferite ˆın urma extragerii cˆate unei bile din fiecare urn˘a este n · n · · · nr Exemplul S˘a presupunem c˘a form˘am cuvˆantul ”renova” din litere t˘aiate din alfabet Dupa aceea fi¸sele cu literele acestui cuvˆant se amestec˘a bine ¸si apoi se extrag la ˆıntˆamplare patru dintre ele ¸si se a¸seaz˘a una dup˘a alta ˆın ordinea extragerii S˘a evalu˘am ˆın continuare probabilitatea cu care se va obt¸ine cuvˆantul ”nora” Experient¸a considerat˘a const˘a ˆın aceea c˘a extragem la ˆıntˆamplare pe rˆand patru fi¸se dintr-un grup de fi¸se Deoarece la prima extragere putem avea rezultate diferite, la a doua , la a patra , rezult˘a c˘a num˘arul cazurilor posibile este × × × = , conform principiului multiplic˘arii, toate aceste rezultate fiind egal probabile Doar un singur rezultat este ˆıns˘a favorabil evenimentului a c˘arui probabilitate ni se cere ¸si deci probabilitatea c˘autat˘a este ≈ , Exemplul S˘a facem o operat¸ie asem˘an˘atoare cu cea descris˘a ˆın exemplul anterior, dar de aceast˘a dat˘a cu literele care au format la ˆınceput cuvˆantul ”mamaia” Cu ce probabilitate se va obt¸ine ˆın acest fel cuvˆantul ”mama”? Experimentul const˘a ¸si aici din extragerea succesiv˘a a patru fi¸se dintr-un grup de fi¸se de acela¸si fel, deci poate avea de rezultate egal probabile Calculul num˘arului de rezultate favorabile este ˆıns˘a mult mai complicat decˆat ˆın cazul exemplului anterior deoarece ˆın cuvˆantul ”mamaia” exist˘a litere identice Favorabile vor fi aici toate acele rezultate ˆın care va fi extras˘a ˆıntˆai oricare din fi¸sele cu litera ”m”, a doua - oricare dintre cele trei fi¸se cu litera ”a”, a treia - a doua fi¸s˘a cu litera ”m” (reamintim c˘a una dintre aceste fi¸se a fost extras˘a la ˆınceput), a patra extragere- oricare dintre cele dou˘a fi¸se r˘amase dup˘a a doua extragere a fi¸selor cu litera ”a” Pe baza principiului mai sus enunt¸at, asociind cele dou˘a rezultate posibile ale primei extrageri cu cele trei ale celei de-a doua, cu un rezultat posibil al celei de-a treia ¸si cu cele dou˘a rezultate posibile ale celei de-a patra extrageri, vom obt¸ine ˆın total × × × = rezultate favorabile diferite Deci probabilitatea c˘autat˘a este egal˘a aici cu: = ≈ , Elemente de analiz˘a combinatorie Majoritatea not¸iunilor ¸si rezultatelor prezentate ˆın aceast˘a sect¸iune se reg˘asesc ˆın manualele de liceu, a¸sa c˘a aici vom face doar o prezentare rezumativ˘a CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR Fie X ¸si Y dou˘a mult¸imi finite, |X| = n, |Y | = m Propozit¸ia Num˘arul funct¸iilor definite pe X cu valori ˆın Y este mn Demonstrat¸ia se face u¸sor prin induct¸ie Ca o consecint¸˘a imediat˘a se poate deduce din propozit¸ia anterioar˘a c˘a num˘arul tuturor submult¸imilor unei mult¸imi finite cu n elemente este n, adic˘a |A| = n ⇒ |P(A)| = |A| = n Demonstrat¸ia se bazez˘a pe faptul c˘a orice submult¸ime B a lui A este perfect determinat˘a de funct¸ia sa caracteristic˘a B : A → { , } Se poate da ˆıns˘a ¸si o alt˘a variant˘a de justificare, utilizˆand interpretarea uzual˘a a numerelor Ck n, precum ¸si faptul c˘a Xn k= Ck n = ( + )n = n Propozit¸ia Dac˘a m ≥ n, num˘arul funct¸iilor injective de la X la Y este An m Pentru aranjamente de m luate cˆate n se mai utilizeaz˘a ¸si notat¸ia [m]n Reamintim formula de calcul An m = [m]n = m! (m − n)! = m(m − ) (m − n + ) Din propozit¸ia anterioar˘a rezult˘a c˘a num˘arul funct¸iilor bijective f : X → Y este [n]n = Ann = n! ¸si se noteaz˘a cu Pn (adic˘a permut˘ari de n obiecte) Vom presupune ˆın cele ce urmeaz˘a c˘a Y = {y , y , ym} Definit¸ia Fie (n , , nm) un m-uplu de numere naturale cu proprietatea c˘a n = n + + nm Orice funct¸ie f : { , , , n} → Y , cu proprietatea c˘a |f− ({yi})| = ni, ∀i = , · · · , m, unde, dup˘a cum se ¸stie, f− ({yi}) = {x ∈ X|f(x) = yi}, se nume¸ste permutare cu repetit¸ie de ordin n ¸si tip (n , , nm) Propozit¸ia Num˘arul tuturor permut˘arilor cu repetit¸ie de ordin n ¸si tip (n , , nm) este egal cu: C(n , ,nm) n = n! n !n ! nm! SCHEME CLASICE DE PROBABILITATE Aceste numere se mai numesc ¸si numere multinomiale, deoarece extind formula clasic˘a a binomului Demonstrat¸ia acestei propozit¸ii se face u¸sor cu ajutorul principiului multiplic˘arii: • Cn n moduri diferite de a alege mult¸imea f− ({y }) din elementele lui X; • Cn n−n moduri diferite de alegere a mult¸imii f− ({y }) din elementele lui X \ f− ({y }) • Cnm nm = , adic˘a un singur mod ˆın care mai putem alege elementele lui f− ({ym}) din ultima mult¸ime r˘amas˘a ˆın urma acestui procedeu de repartizare ¸si care are nm elemente Deci ˆın total vom avea: Cn n Cn n−n Cnm nm = n! n !n ! nm! permut˘ari cu repetit¸ie de ordin n ¸si tip (n , , nm) Scheme Clasice de Probabilitate D˘amˆın continuare un set de formule aplicabile ˆın situat¸ii destul de generale ¸si care sunt cunoscute sub numele de scheme clasice de probabilitate Schema lui Bernoulli (sau Schema bilei revenite) Vom ˆıncepe cu cea mai simpl˘a variant˘a de prezentare a acestei scheme, urmˆand ca spre finalul prezent˘arii s˘a discut˘am ¸si o alt˘a variant˘a sub care ea poate fi ˆıntˆalnit˘a Se consider˘a o urn˘a cont¸inˆand N bile dintre care n bile albe ¸si n bile negre (deci n + n = N) Presupunem bilele identice ca form˘a ¸si dimensiuni Se fac din acest˘a urn˘a n extrageri succesive, introducˆandu-se de fiecare dat˘a bila extras˘a ˆınapoi ˆın urn˘a (vom spune c˘a s-au f˘acut n extrageri cu revenire) Not˘am acest˘a experient¸˘a aleatoare cu EB(n, n ,N) ˆ In acest context, se pune problema determin˘ arii probabilit˘ at¸ ii ca din cele n bile astfel extrase, k bile s˘a fie albe (k ≤ n) Not˘am aceast˘a probabilitate cu Pn(k) ¸si vom ar˘ata c˘a ea este: Pn(k) = Ck npk( − p)n−k, unde p = n N este probabilitatea de a extrage din urn˘a o bil˘a alb˘a Vom determina acest˘a probabilitate utilizˆand definit¸ia clasic˘a a probabilit˘at¸ii CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR Not˘am cu UN mult¸imea tuturor bilelor din urn˘a (deci UN este o mult¸ime cu N elemente distincte ¸si in plus, far˘a a restrˆange generalitatea, consider˘am c˘a bilele albe sunt numerotate de la la n , iar bilele negre de la n + la n + n ) ¸si cu Jn mult¸imea primelor n numere naturale nenule, adic˘a Jn = { , · · · , n} (mult¸imea Jn se identific˘a cu mult¸imea celor n efectu˘ari independente ale experient¸ei de extragere a unei bile din urn˘a) Prin urmare UN = {b , b , · · · , bn , bn + , · · · , bn +n }, Jn = { , , · · · , n} Spat¸iul de select¸ie poate fi descris ˆın acest caz prin mult¸imea funct¸iilor ce se pot defini de la Jn la UN Cu alte cuvinte, identific˘am fiecare rezultat al acestei experient¸e aleatoare cu o funct¸ie f : Jn → UN pe baza urm˘atoarei corespondent¸e: f(j) = bp dac˘a ¸si numai dac˘a ˆın extragerea j s-a obt¸inut bila bp, ∀j ∈ Jn ¸si ∀p = , · · · , n + n Este clar c˘a toate evenimentele elementare corespunz˘atoare experient¸ei EB(n, n ,N) sunt echiprobabile Prin urmare vom putea aplica definit¸ia clasic˘a a probabilit˘at¸ii pentru calculul lui Pn(k) Num˘arul cazurilor posibile este dat de cardinalul spat¸iului de select¸ie ¸si prin urmare este Nn Calculul num˘arului de cazuri favorabile se poate face astfel: sunt Ck n modalit˘at¸i de alegere a celor k extrageri ˆın care apare bil˘a alb˘a Fixˆand una dintre aceste modalit˘at¸i, avem n k variante de algere a celor k bile albe ¸si n n−k variante de alegere a celor n − k bile negre Combinˆand toate aceste modalit˘at¸i ¸si variante conform principiului multiplic ˘arii, vom obt¸ine c˘a num˘arul cazurilor favorabile este Ck nn kn n−k ¸si prin urmare probabilitatea c˘autat˘a este ˆıntr-adev˘ar Pn(k) = Ck nn kn n−k Nn = Ck npk( − p)n−k D˘am ˆın continuare o alt˘a variant˘a de prezentare a schemei lui Bernoulli Fie E o experient¸˘a aleatoare ¸si A un eveniment asociat ei Fie p probabilitatea de realizare a evenimentului A ¸si q = − p Not˘am cu EB(n, p)(E ,A) (sau chiar cu EB(n, p) dac˘a nu e pericol de confuzie ¸si se poate deduce din context despre ce experient¸e ¸si evenimente e vorba) experient¸a aleatoare ce const˘a din repetarea de n ori ˆın mod independent a experient¸ei E SCHEME CLASICE DE PROBABILITATE ˆ In cadrul experient¸ ei E B ( n, p) se pune problema determin˘ arii probabilit˘ at¸ ii ca evenimentul A s˘a se realizeze de k ori ( ≤ k ≤ n) Vom nota acest˘a probabilitate tot cu Pn(k), deoarece ea are aceea¸si formul˘a de calcul ca ˆın varianta anterioar˘a, adic˘a: Pn(k) = Ck npk( − p)n−k ˆ Intr-un asemenea context general, justificarea acestei formule de calcul se poate face doar pe baza not¸iunii de independent¸˘a a evenimentelor aleatoare ¸si a propriet ˘at¸ilor acesteia Fie X evenimentul ca ˆın urma efectu˘arii experient¸ei EB(n, p) evenimentul A s˘a se realizeze de k ori (i e X este aici evenimentul a c˘arui probabilitate vrem s˘a o evalu˘am) ¸si fie Fn(A) mult¸imea tuturor funct¸iilor f : Jn → {A,A} Not˘am cu Fn; k(A) mult¸imea funct¸iilor f ∈ Fn(A) care iau ”valoarea” A de k ori adic˘a Fn; k(A) := {f ∈ Fn(A)| |f− (A)| = k} Avˆand ˆın vedere c˘a aceste funct¸ii au codomeniul compus din dou˘a elemente, rezult˘a c˘a Fn; k(A) este tocmai mult¸imea permut˘arilor cu repetit¸ie de ordin n ¸si tip (k, n − k) Prin urmare, num˘arul elementelor lui Fn; k(A) este |Fn; k(A)| = Ck n ( ) Fiec˘arei funct¸ii f ∈ Fn(A) ˆıi asociem ˆın cadrul experient¸ei EB(n, p) un eveniment aleator Ef , definit astfel: Ef : evenimentul ca, ˆın urma efectu˘arii experient¸ei EB(n, p), la repetarea cu num˘arul i a experient¸ei E s˘a se realizeze evenimentul f(i), ∀i = , · · · , n Este clar c˘a sistemul de evenimente (Ef )f∈Fn; k(A) formeaz˘a o partit¸ie a evenimentului X ¸si prin urmare P(X) = X f∈Fn; k(A) P(Ef ) ( ) ˆ Ins˘ a, fiecare eveniment E f cu f ∈ F n ; k ( A) este intersect¸ ia a n evenimente independente ˆın totalitate: Ef = \n i= Ef; i, unde, pentru orice i = , · · · , n CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR Ef; i: evenimentul ca la repetarea cu num˘arul i a lui E s˘a se realizeze evenimentul f(i) Din definit¸ia independent¸ei ˆın totalitate obt¸inem imediat c˘a P(Ef ) = pk · qn−k, ∀f ∈ Fn; k(A) Folosind atunci ( ) ¸si ( ), rezult˘a c˘a P(X) = Pn(k) = Ck npk( − p)n−k Observat¸ia Probabilitatea Pn(k) din schema lui Bernoulli este tocmai coeficientul lui xk ˆın dezvoltarea binomial˘a: (px + q)n = Xn k= Ck npkqn−kxk = Xn k= Ck npk( − p)n−kxk ( ) Din acest motiv, schema lui Bernoulli mai poart˘a ¸si numele de schema binomial˘a Exemplul Se arunc˘a o moned˘a de ori Care este probabilitate ca stema s˘a apar˘a de cel mult dou˘a ori? Solut¸ie Conform schemei lui Bernoulli, probabilitatea ca ˆın urma celor arunc˘ari stema s˘a apar˘a de k ori este P (k) = Ck k −k = Ck , pentru orice k = , , , Prin urmare, probabilitatea ca stema s˘a apar˘a de cel mult dou˘a ori este P ( ) + P ( ) + P ( ) = (C + C + C ) = = Schema multinomial˘a O direct¸ie ˆın care putem generaliza schema lui Bernoulli const˘a ˆın a analiza extragerile cu revenire dintr-o urn˘a care cont¸ine bile de r culori diferite, cu r ≥ Obt¸inem astfel o prim˘a variant˘a de prezentare a schemei multinomiale care mai e cunoscut˘a ¸si sub numele de schema generalizat˘a a bilei revenite Descriem ˆın continuare elementele acestui model ¸si formulele de calcul corespunz˘atoare lui Presupunem c˘a ˆıntr-o urn˘a avem a bile de culoarea c , a bile de culoarea c , SCHEME CLASICE DE PROBABILITATE ar bile de culoarea cr Se fac n extrageri cu revenire din aceast˘a urn˘a (N∗) ¸si se pune problema determin˘arii probabilit˘at¸ii ca printre cele n bile extrase s˘a avem: k bile de culoarea c , k bile de culoarea c , kr bile de culoarea cr, unde, desigur, numerele naturale ki verific˘a k + · · · + kr = n Aceast˘a probabilitate o vom nota cu Pn(k , k , km) ¸si ea este dat˘a prin urm˘atoarea formul˘a: Pn(k , k , kr) = n! k ! · k ! · · kr pk · pk · · pkr r , ( ) unde pi = ai a + · · · + ar , ∀i = , · · · , r Evident, pentru orice i = , · · · , n, pi reprezint˘a probabilitatea de a extrage o bil˘a de culoarea ci din urna a c˘arei compozit¸ie a fost descris˘a mai sus Justificarea formulei ( ) se poate face exact cu acela¸si gen de idei ca ¸si cele prezentate la schema lui Bernoulli D˘am ˆın continuare a doua variant˘a de prezentare a schemei multinomiale Fie E o experient¸˘a aleatoare ¸si S = {A , · · · ,Ar} un sistem complet de evenimente asociat ei Pentru i = , · · · , r, not˘am pi probabilitatea de realizare a evenimentului Ai ˆın cadrul experient¸ei E Cum {A , · · · ,Ar} este un sistem complet de evenimente, rezult˘a c˘a p + · · · + pr = Fie p = (p , · · · , pr) Not˘am cu EB(n, p)(E , S ) (sau chiar cu EB(n, p) dac˘a nu e pericol de confuzie ¸si se poate deduce din context despre ce experient¸˘a ¸si sistem complet de evenimente e vorba) experient¸a aleatoare ce const˘a din repetarea de n ori ˆın mod independent a experient¸ei E ˆ In cadrul acestei experient¸ ei E B ( n, p) se pune problema determin˘ arii probabilit ˘at¸ii ca evenimentul A s˘a se realizeze de k ori, evenimentul A s˘a se realizeze de k ori, CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR evenimentul Ar s˘a se realizeze de kr ori, unde ki sunt numere naturale ce verific˘a k + · · · + kr = n Probabilitatea c˘autat˘a este ¸siˆın acest caz dat˘a de formula ( ,) iar justificarea ei se face ˆın acela¸si fel ca ¸si ˆın cazul celei de-a doua variante de prezentare a schemei Bernoulli Observat¸ia Numele de schem˘a multinomial˘a provine ¸si aici din faptul c˘a probabilitatea pus˘a ˆın evident¸˘a de formula ( ) coincide cu termenul generic din dezvoltarea multinomului (p + · · · + pr)n, adic˘a (k + · · · + kr)n = X n! k ! · k ! · · kr pk · pk · · pkr r , ( ) unde sumarea se face dup˘a toate r-uplele de numere naturale (k , · · · , kr) cu proprietatea c˘a k + · · · + kr = n Schema bilei nerevenite Aceast˘a schem˘a ofer˘a un model de calcul pentru situat¸iile ˆın care dintr-o urn˘a se fac n extrageri f˘ar˘a revenire (adic˘a bila extras˘a nu mai este repus˘a ˆın urn˘a) S˘a consider˘am o urn˘a care cont¸ine a bile albe ¸si b bile negre Din aceast˘a urn˘a se fac n extrageri f˘ar˘a revenire ( ≤ n ≤ a + b) ¸si se pune problema determin˘arii probabilit˘at¸ii ca dintre cele n bile extrase k s˘a fie albe (max( , n − b) ≤ k ≤ min(a, n)) Calculul acestei probabilit˘at¸i se poate face pe baza definit¸iei clasice a probabilit ˘at¸ii Spat¸iul de select¸ie poate fi aici asimilat cu mult¸imea submult¸imilor de n bile ale mult¸imii tuturor bilelor din urn˘a (pentru c˘a nu intereseaz˘a ordinea de aparit¸ie a culorilor) Prin urmare, num˘arul cazurilor posibile va fi Cn a+b S˘a not˘am cu X evenimentul de a obt¸ine k bile albe ˆın urma celor n extrageri f˘ar˘a revenire Cazurile favorabile lui X se determin˘a u¸sor cu principiul multiplic ˘arii: avem Ck a modalit˘at¸i diferite de a alege k bile albe din mult¸imea bilelor albe existente ˆın urn˘a ¸si Cn−k b modalit˘ati diferite de a face acela¸si lucru cu bilele negre Combinˆand aceste modalit˘at¸i obt¸inem toate cazurile favorabile ¸si prin urmare, din principiul multiplic˘arii, rezult˘a c˘a num˘arul cazurilor favorabile este Ck a · Cn−k b Prin urmare, probabilitatea c˘autat˘a este: ˜ Pm(k) = Ck a · Cn−k b Cn a+b SCHEME CLASICE DE PROBABILITATE Exemplul Un vame¸s a fost informat c˘a printre cei de pasageri ai vaporului care urmeaz˘a s˘a ancoreze ˆın port se afl˘a doi contrabandi¸sti Cˆat¸i pasageri trebuie el s˘a aleag˘a ˆın mod aleator la control, pentru ca probabilitatea de a prinde m˘acar un contrabandist s˘a fie de cel put¸in ? Solut¸ie S˘a presupunem c˘a din cei pasageri, se aleg aleator n persoane (n ≤ ) Atunci, conform schemei bilei nerevenite, probabilitatea ca printre cele n persoane astfel alese s˘a se g˘aseasc˘a k contrabandi¸sti (k = , , ) este Ck Cn−k Cn Prin urmare, probabilitatea ca printre cele n persoane s˘a se g˘aseasc˘a cel put¸in un contrabandist este C Cn− Cn + C Cn− Cn = n!( − n)! ! · ! (n − )!( − n + )! + ! (n − )!( − n + )! ! = · ( n − n ) Mai trebuie doar s˘a determin˘am cea mai mic˘a valoare a lui n pentru care avem · ( n − n ) ≥ Se observ˘a c˘a aceast˘a inegalitate este echivalent˘a cu n − n + ≤ , de unde rezult˘a c˘a n trebuie s˘a fie pozit¸ionat ˆıntre valorile n , = ( ± p − · ) = ( ± ) ˆ In concluzie, vame¸ sul trebuie s ˘a aleag˘a cel put¸ in de pasageri pentru ca probabilitatea de a prinde m˘acar un contrabandist s˘a fie de cel put¸in Schema generalizat˘a a bilei nerevenite Acest model generalizez˘a schema bilei nerevenite prezentat˘a mai sus ˆın aceea¸si manier˘a ˆın care schema multinomial˘a generalizeaz˘a schema lui Bernoulli Astfel, presupunem c˘a ˆıntr-o urn˘a avem a bile de culoarea c , CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR a bile de culoarea c , ar bile de culoarea cr Se fac n extrageri f˘ar˘a revenire din aceast˘a urn˘a (n ∈ N∗, n ≤ a +· · ·+ar), ¸si se pune problema determin˘arii probabilit˘at¸ii ca printre cele n bile extrase s˘a avem: k bile de culoarea c , k bile de culoarea c , kr bile de culoarea cr, unde, desigur, numerele naturale ki verific˘a ≤ ki ≤ ai, ∀i = , · · · , r, ¸si k + · · · + kr = n Aceast˘a probabilitate o vom nota cu ˜ Pn(k , k , km) ¸si ea este dat˘a prin urm˘atoarea formul˘a: ˜ Pn(k , k , km) = Ck a Ck a · · ·Ckr ar Cn a +a + +ar Justificarea se face printr-un rat¸ionament asem˘an˘ator celui prezentat mai sus ˆın cazul a dou˘a culori Schema lui Poisson Aceast˘a schem˘a generalizez˘a ¸si ea tot schema lui Bernoulli, dar ˆıntr-o direct¸ie diferit˘a de cea prezentat˘a la schema multinomial˘a Aici, cele n extrageri cu revenire sunt ˆınlocuite cu efectuarea cˆate unei extrageri din n urne diferite (posibil diferite chiar ¸si ˆın ce prive¸ste compozit¸ia de alb si negru) Detaliem ˆın continuare elementele acestui model ¸si formulele de calcul ata¸sate lui Se dau n urne distincte U ,U , ,Un astfel ˆıncˆat urna Uk cont¸ine ak bile albe ¸si bk bile negre, k ∈ { , , n} Num˘arul total de bile din urna Ui ˆıl vom mota mi, deci mi = ai + bi, ∀i = , · · · , n Din fiecare urn˘a se extrage cˆate o bil˘a Not˘am aceast˘a experient¸˘a aleatoare cu Epo(n, a,m) unde a = (a , · · · , an) iar m = (m , · · · ,mn) Vrem s˘a calcul˘am probabilitatea ca dintre cele n bile astfel extrase, k s˘a fie albe ( ≤ k ≤ n) Probabilitatea c˘autat˘a este egal˘a cu coeficientul lui tk din urm˘atorul polinom de grad n: Qn(t) = (p t + q )(p t + q ) (pnt + qn), SCHEME CLASICE DE PROBABILITATE unde, pentru orice k = , · · · , n, pk := ak ak + bk = ak mk este probabilitatea de a extrage o bil˘a alb˘a din Uk, iar qk := − pk ˆ Intr-adev˘ ar, fie X probabilitatea de a obt¸ ine k bile albe ˆ ın urma efctu˘ arii experient¸ei Epo(n, a,m) La fel ca ˆın cazul celei de-a doua variante de prezentare a schemei Bernoulli, vom pune ¸si aici ˆın evident¸˘a o partit¸ie a evenimentului X Pentru aceasta consider˘am Fn mult¸imea tuturor funct¸iilor f : Jn → { , } Not˘am cu Fn; k mult¸imea funct¸iilor f ∈ Fn care iau valoarea de k ori, adic˘a Fn; k := {f ∈ Fn|s˘a avem|f− ( )| = k} Fiec˘arei funct¸ii f ∈ Fn ˆıi asociem ˆın cadrul experient¸ei Epo(n, a,m) un eveniment aleator Ef , definit astfel: Ef : evenimentul ca ˆın urma efectu˘arii experient¸ei Epo(n, a,m), la extragerea din urna Ui s˘a obt¸inem o bil˘a ”de culoarea f(i)”, ∀i = , · · · , n, unde, pentru orice i = , · · · , n, prin bil˘a ”de culoarea f(i)” vom ˆınt¸elege bil˘a alb˘a dac˘a f(i) = , respectiv bil˘a neagr˘a dac˘a f(i) = ˆ Ins˘a fiecare eveniment E f cu f ∈ F n este intersect¸ ia a n evenimente independente ˆın totalitate: Ef = \n i= Ef; i, unde, pentru orice i = , · · · , n Ef; i: evenimentul ca din urna Ui s˘a extragem o bil˘a ”de culoarea f(i)” Din definit¸ia independent¸ei ˆın totalitate, obt¸inem imediat c˘a P(Ef ) = Yn i= pf(i) i · Yn i= q −f(i) i , ∀f ∈ Fn ( ) Este clar c˘a sistemul de evenimente (Ef )f∈Fn; k formeaz˘a o partit¸ie a evenimentului X ¸si prin urmare P(X) = X f∈Fn; k P(Ef ) ( ) CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR Din definit¸ia independent¸ei ˆın totalitate, obt¸inem imediat c˘a P(Ef ) = pk · qn−k, ∀f ∈ Fn; k(A) Folosind atunci ( ) ¸si ( ), rezult˘a c˘a P(X) este ˆıntr-adev˘ar egal˘a cu coeficientul lui tk din polinomul Q(t) Observat¸ia Dac˘a cele n urne au aceea¸si compozit¸ie procentual˘a de ”alb” (adic˘a p = p = · · · = pn), atunci se reg˘ase¸ste modelul schemei lui Bernoulli Exemplul Trei b˘anci B , B , B acord˘a credite de studiu, ˆın mod independent una de alta, cu probabilit˘at¸ile p = , , p = , ¸si respectiv p = , Determinat¸i probabilitatea ca un student care a depus o cerere de creditare la fiecare din cele trei b˘anci s˘a primeasc˘a dou˘a r˘aspunsuri favorabile Solut¸ie Conform schemei lui Poisson, probabilitatea c˘autat˘a este egal˘a cu coeficientul lui t ˆın polinomul Q (t) = (p t + q )(p t + q )(p t + q ), unde, pentru orice k = , , , qk := − pk ˆ In cazul nostru, Q (t) = ( , t + , )( , t + , )( , t + , ) ¸si deci coeficientul lui t este , · , · , + , · , · , + , · , · , = , Exercit¸ii ¸si probleme Fie U o urn˘a ce cont¸ine dou˘a bile albe ¸si dou˘a negre Din urna U se fac dou˘a extrageri cu revenire Se consider˘a evenimentele: A : ”la prima extragere apare o bil˘a alb˘a” A : ”la a doua extragere apare o bil˘a alb˘a” A : ”la prima extragere apare o bil˘a neagr˘a” A : ”la a doua extragere apare o bil˘a neagr˘a” A : ”apare cel put¸in o dat˘a o bil˘a neagr˘a” A : ”apare cel put¸in o dat˘a o bil˘a alb˘a” A : ”apare o bil˘a neagr˘a ¸si o bil˘a alb˘a” A : ”apar doar bile negre” A : ”apare bila alb˘a de dou˘a ori” Evaluat¸i evenimentele ( ) A ∪A ; ( ) A ∩A ; ( ) A ∩A ; ( )A ∩A ; ( ) A ∪ A ; ( ) A ∩ A ; ( ) A ∩ A EXERCIT¸ II S¸I PROBLEME O firm˘a folose¸ste n ma¸sini automate, fiecare dintre acestea putˆand s˘a se defecteze ˆıntr-o perioad˘a dat˘a de timp t Fie evenimentele aleatoare: Ai: ”ma¸sina i nu se defecteaz˘a ˆın perioada de timp t” Bi: ”i ma¸sini s-au defectat ˆın perioada de timp t” C: ”cel put¸in o ma¸sin˘a nu s-a defectat ˆın perioada de timp t” i = , , n S˘a se expliciteze evenimentele Bi ¸si C ˆın raport cu evenimentele Ai, i = , , n Se controleaz˘a calitatea a n produse Fie evenimentele aleatoare Xi: ”cel put¸in i sunt defecte” i = , , n Precizat¸i ce reprezint˘a evenimentele: Xi, Xn− ∪ Xn, X ∪ X Fiind dat˘a o experient¸˘a aleatoare E ¸si A ¸si B evenimentele asociate ei, determinat¸i acel eveniment X care verific˘a relat¸ia ¯X ∪ A ∪ X ∩¯ A = B Determinat¸i num˘arul de evenimente aleatoare ce pot fi asociate unei experient¸e aleatoare E al c˘arei spat¸iu de select¸ie S are n elemente Fie E o experient¸˘a aleatoare, S spat¸iul s˘au de select¸ie ¸si A un eveniment asociat ei ˆ In funct¸ie de num˘arul rezultatelor favorabile evenimentului A, determinat¸i num˘arul evenimentelor care sunt implicate de A (respectiv A), dac˘a S are n elemente O urn˘a cont¸ine n bile albe, n bile negre ¸si n bile ro¸sii ˆ In funct¸ie de tipul de extragere (cu revenire, resp f˘ar˘a revenire), s˘a se determine probabilitatea ca extr˘agˆand ˆın mod aleator bile din aceast˘a urn˘a, ele s˘a fie de culori diferite Se arunc˘a un zar de ori S˘a se calculeze a) probabilitatea s˘a apar˘a cel put¸in odat˘a fat¸a cu puncte; b) probabilitatea ca num˘arul maxim de puncte ap˘arut s˘a fie S˘a se descrie experient¸a aleatoare ce const˘a ˆın repartizarea a N bile ˆın m urne U , , Um ¸si s˘a se calculeze probabilit˘at¸ile a) probabilitatea ca U s˘a cont¸in˘a k bile (k = , , n); b) probabilitatea ca U ¸si U s˘a cont¸in˘a acela¸si num˘ar de bile; c) probabilitatea s˘a avem cel put¸in o urn˘a goal˘a ˆ Intr-un tren se afl˘a n c˘al˘atori Determinat¸i: a) probabilitatea ca ˆın prima stat¸ie s˘a coboare r ( ≤ r ≤ n) persoane; CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR b) probabilitatea ca ˆın fiecare dintre cele m stat¸ii ˆın care opre¸ste trenul s˘a se dea jos cel mult un c˘al˘ator ˆ In cele trei vagoane ale unui tramvai s-au urcat, ˆıntˆampl˘ator, nou˘a c˘al˘atori Se cere probabilitatea ca: a) ˆın primul vagon s˘a se afle persoane; b) ˆın fiecare vagon s˘a se afle cˆate persoane; c) ˆın unul din vagoane s˘a se afle persoane, ˆın altul ¸si ˆın al treilea persoane Se arunc˘a o moned˘a de ori Consider˘am evenimentele Ai: ”la aruncarea i s-a obt¸inut stema”; i = , , Sunt evenimentele A ,A ,A independente ˆın totalitate? Dac˘a A , A , ,An sunt evenimente independenteˆın totalitate, s˘a se demonstreze formula: P(∪n i= Ai) = − ( − P(A )) ( − P(An)) La fabricarea unei piese se utilizeaz˘a n ma¸sini automate Not˘am cu pi probabilitatea ca ma¸sina i s˘a strice piesa, i = , , n Determinat¸i probabilitatea de a fabrica o pies˘a defect˘a ˆ Intreaga product¸ie de piese a unei firme este realizat˘aˆın atelierele A , A , ,An Se ¸stie c˘a proport¸ia pieselor defecte realizate de atelierul Ai este pi, i = , , n Se alege la ˆıntˆamplare din product¸ia de piese a fiec˘arui atelier cˆate o pies˘a ¸si se cere probabilitatea ca printre cele n piese astfel alese cel put¸in una s˘a fie defect˘a S˘a se determine P(C) ¸stiind c˘a P(A ∪ B|C) = P(A ∪ B|C) = ¸si P(C|A ∪ B) = Fie A,B dou˘a evenimente astfel ˆıncˆat P(A) · P(B) · ( − P(A)) · ( − P(B)) = S˘a se arate c˘a A ¸si B sunt independente Fie A,B,C trei evenimente independente S˘a se arate c˘a dac˘a A ∩ (B ∪ C) ¸si A ∩ B ∩ C sunt independente, atunci P(A) · P(B) · P(C) · ( − P(A)) · ( − P(B)P(C)) = EXERCIT¸ II S¸I PROBLEME S¸tiind c˘a dintr-un lot de piese produse de o firm˘a F, provin de la atelierul A , provin de la atelierul A ¸si de la atelierul A , precum ¸si faptul c˘a procentajele de piese defecte realizate de fiecare atelier ˆın parte sunt de %, %, rspectiv ( %), s˘a se determine a) probabilitatea ca alegˆand o pies˘a la ˆıntˆamplare din ˆıntregul lot de piese, ea s˘a fie bun˘a; b) probabilitatea ca alegˆand o pies˘a la ˆıntˆamplare din ˆıntregul lot de piese, ea s˘a provin˘a de la A , dac˘a s-a constatat c˘a ea este defect˘a; c) sumele cu care trebuie penalizat fiecare atelier ˆın parte, dac˘a ˆın urma punerii ˆın vˆanzare a celor piese suma total˘a pe care firma a trebuit s˘a o restituie client¸ilor pe motiv c˘a piesele cump˘arate prezint˘a defecte s-a ridicat la milioane lei, iar provenient¸a exact˘a a pieselor defecte nu este cunoscut˘a ˆ Intr-un depozit se aduc piese de la ateliere Primul atelier are ma¸sini care fabric˘a piese ¸si d˘a % rebuturi; al doilea are ma¸sini ¸si d˘a % rebuturi; al treilea are ma¸sini ¸si d˘a % rebuturi, iar al patrulea are ma¸sini ¸si d˘a % rebuturi Din depozit s-a luat o pies˘a care s-a dovedit a fi defect˘a (a) Care este probabilitatea ca piesa s˘a provin˘a de la al doilea atelier? (b) Care este probabilitatea ca piesa s˘a provin˘a de la al patrulea atelier? ˆ Intr-o fabric˘a se produc becuri de tipul I ¸si de tipul II Se ¸stie c˘a % din becurile de tipul I ¸si % din becurile de tipul II au o perioad˘a de viat¸˘a de mai mult de de ore Se disting urm˘atoarele cazuri: (a) din fiecare tip se produce acela¸si num˘ar de becuri; (b) se produc de patru ori mai multe becuri de tipul I decˆat de tipul II Care este probabilitatea ca, alegˆand la ˆıntˆamplare un bec, s˘a se obt¸in˘a unul a c˘arui durat˘a de viat¸˘a sa fie mai mare de de ore? Din N subiecte ale unui examen oral, a sunt ”u¸soare” Doi student¸i aleg pe rˆand cˆate un subiect Care este probabilitatea ca: ( ) Primul student s˘a aleag˘a un subiect ”u¸sor”? ( ) Al doilea student s˘a aleag˘a un subiect ”u¸sor”? ( ) Ambii student¸i s˘a aleag˘a subiecte ”u¸soare”? ( ) Cel put¸in unul dintre cei doi student¸i s˘a aleag˘a un subiect ”u¸sor” Examinˆand product¸ia de piese ale unei firme de-a lungul unei zile, se constat˘a c˘a % dintre ele sunt defecte, iar dintre piesele bune doar % sunt de prim˘a calitate Se extrage la ˆıntˆamplare o pies˘a S˘a se determine probabilitatea ca ea s˘a fie de prim˘a calitate CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR Procentajul de promovare la examenul de statistic˘a este de % Care este probabilitatea ca dintr-un grup de de student¸i s˘a fie admi¸si ? Dintr-un lot de de piese, piese au defecte remediabile, sunt rebuturi, iar restul sunt bune Din lot au fost luate la ˆıntˆamplare piese Care este probabilitatea ca dintre acestea s˘a fie bune, cu defecte remediabile, iar s˘a fie rebut? Dintr-o urn˘a cu de bile, dintre care albe ¸si negre, se extrag aleator ¸si f˘ar˘a ˆıntoarcere bile Care este probabilitatea ca dintre primele bile extrase s˘a fie negre, iar a -a bil˘a s˘a fie alb˘a? La un control de calitate se examinez˘a loturi de produse Probabilit˘at¸ile ca aceste loturi s˘a corespund˘a cerint¸elor sunt de , ; , ; , ¸si respectiv , (a) S˘a se determine probabilitatea ca toate cele loturi de produse examinate s˘a corespund˘a cerint¸elor; (b) S˘a se determine probabilitatea ca loturi s˘a corespund˘a cerint¸elor ¸si unul nu Pentru ca o firm˘a s˘a primeasc˘a un credit, i se pun ˆın vedere condit¸ii Dac˘a firma ˆındepline¸ste cel put¸in dintre ele, atunci i se va acorda creditul Daca firma ˆındepline¸ste doar o condit¸ie, atunci probabilitatea s˘a i se acorde creditul este de , Neˆındeplinirea nici unei condit¸ii duce la neacordarea creditului Se cere probabilitatea ca firmei s˘a i se acorde creditul, ¸stiind c˘a ¸sansa ei de a ˆındeplini o condit¸ie oarecare este de , Un aparat se compune din elemente Fiabilitatea aparatului (probabilitatea de funct¸ionare ˆıntr-un timp dat) relativ˘a la intervalele de timp t corespunz ˘atoare celor elemente este: , ; , ; , ; , ; , Dac˘a nici un element nu se defecteaz˘a, probabilitatea de funct¸ionare este Dac˘a unul dintre cele elemente se defecteaz˘a, probabilitatea de funct¸ionare este , Dac˘a se defecteaz˘a mai mult de un element, atunci aparatul nu mai funct¸ioneaz˘a Determinat¸i probabilitatea ca aparatul s˘a funct¸ioneze ˆ In anul I de studii sunt de fete ¸si de b˘aiet¸i ˆ In scopul unui sondaj privind opinia student¸ilor asupra programului de studiu se aleg laˆıntˆamplare student¸i (a) Determinat¸i probabilitatea ca ˆın acest grup s˘a fie fete ¸si b˘aiet¸i (b) Care este probabilitatea ca ˆın acest grup s˘a fie cel put¸in fete ¸si cel put¸in b˘aiat? EXERCIT¸ II S¸I PROBLEME Un aparat se compune din subansamble, funct¸ionarea fiec˘aruia fiind esent¸ial˘a pentru funct¸ionarea aparatului Fiabilitatea primului subansamblu este de p , iar a celui de-al doilea de p Aparatul a fost pus sub observat¸ie un timp t, ˆın care s-a stabilit c˘a a suferit o pan˘a S˘a se g˘aseasc˘a probabilitatea ca nefunct¸ionarea s˘a se datoreze primului subansamblu Un aparat compus din k componente funct¸ioneaz˘a ˆın intervalul t Fiabilitatea fiec˘arei componente ˆın acest interval t este p Dup˘a timpul t, aparatul se opre¸ste ¸si este revizuit de un tehnician care ˆınlocuie¸ste componentele defecte Pentru ˆınlocuirea unei componente oarecare este nevoie de t unit˘at¸i de timp Se cere probabilitatea ca aparatul s˘a poat˘a funct¸iona dup˘a t unit˘at¸i de timp de la momentul opririi (adic˘a probabilitatea ca ˆın t unit˘at¸i de timp s˘a se schimbe cel mult componente) (Problema lui Banach) Un fum˘ator cump˘ar˘a dou˘a cutii de chibrituri, fiecare cont¸inˆand n bet¸e Apoi, de fiecare dat˘a cˆand are nevoie de un chibrit, scoate la ˆıntˆamplare o cutie din care consum˘a un b˘at¸ Care este probabilitatea ca ˆın momentul ˆın care constat˘a c˘a o cutie este goal˘a cealalt˘a s˘a mai cont¸in˘a k bet¸e? CAPITOLUL NOT¸ IUNI FUNDAMENTALE ALE TEORIEI PROBABILIT˘AT¸ ILOR Capitolul Variabile aleatoare Not¸iunea de variabil˘a aleatoare este una dintre cele mai importante concepte ale teoriei probabilit˘at¸ilor Primul care a introdus aceast˘a not¸iune a fost Cebˆa¸sev ( - ), pe la mijlocul secolului al XIX-lea El a definit variabila aleatoare astfel: ”o variabil˘a real˘a care ia diferite valori cu diferite probabilit˘at¸i ” Aceast˘a definit¸ie este destul de aproape de spiritul modern al conceptului, dar las˘a, totu¸si, mult de dorit din punctul de vedere al rigorii matematice Exemplul S˘a consider˘am problema determin˘arii probabilit˘at¸ii ca suma punctelor obt¸inute ˆın urma arunc˘arii a dou˘a zaruri s˘a fie cel put¸in ¸si cel mult Notˆand cu X caracteristica de interes pentru aceast˘a problem˘a, adic˘a suma punctelor obt¸inute dup˘a aruncarea celor dou˘a zaruri, se constat˘a c˘a X este de fapt o funct¸ie care asociaz ˘a cˆate un num˘ar natural (reprezentˆand suma punctelor) fiec˘arui rezultat posibil al experient¸ei EZ Prin urmare X : Z → { , , · · · , }, X((i, j)) = i + j, ∀i, j = , · · · , , unde Z = {(i, j)| i, j = , · · · , } este spat¸iul de select¸ie sociat experient¸ei EZ Not˘am evenimentele elementare cu A(i,j), ∀i, j = , · · · , ¸si definim pentru s = , · · · , urm˘atoarele evenimente: {X = s}: evenimentul ca ˆın urma arunc˘arii celor dou˘a zaruri, suma punctelor obt¸inute s˘a fie s CAPITOLUL VAR ALEAT -DECEMBER , Dac˘a s = , , avem ˆın mod evident urm˘atoarele caracteriz˘ari: {X = } = A( , ) ∪ A( , ), {X = } = A( , ) ∪ A( , ) ∪ A( , ), {X = } = A( , ) ∪ A( , ) ∪ A( , ) ∪ A( , ) Avˆand ˆın vedere c˘a pentru aceast˘a experient¸˘a aleatoare mult¸imea de evenimente asociat˘a este P( Z ) ¸si c˘a ea este probabilizat˘a utilizˆand definit¸ia clasic˘a a probabilit ˘at¸ii, rezult˘a c˘a P(A(i,j)) = , ∀i, j = , · · · , Probabilitatea oric˘arui eveniment de forma {X = s} se noteaz˘a cu P(X = s) ¸si din reprezent˘arile de mai sus rezult˘a: P(X = ) = , P(X = ) = , P(X = ) = Evenimentul ca X s˘a fie cel put¸in ¸si cel mult se noteaz˘a cu { ≤ X ≤ }, iar probabilitatea sa o vom nota cu P( ≤ X ≤ ) El se poate evident reprezenta sub forma: { ≤ X ≤ } = {X = } ∪ {X = } ∪ {X = } Prin urmare, probabilitatea cerut˘a este P( ≤ X ≤ ) = P(X = ) + P(X = ) + P(X = ) = = , deoarece cele trei evenimente din reuniune sunt dou˘a cˆate dou˘a incompatibile Analog pot fi determinate ¸si alte probabilit˘at¸i de forma P(X = s) sau P(a ≤ X ≤ b), a, b ∈ N Din cele de mai sus rezult˘a c˘a X este o funct¸ie care ia, ˆıntr-adev˘ar, diverse valori cu diverse probabilit˘at¸i ¸si ea constituie un prim exemplu de variabil˘a aleatoare Fie acum E o experient¸˘a aleatoare oarecare ¸si fie spat¸iul s˘au de select¸ie Din punct de vedere intuitiv, o variabil˘a aleatoare este o funct¸ie X definit˘a pe mult¸imea a rezultatelor posibile ale experient¸ei aleatoare E ¸si cu valori, ˆın general, ˆın R (sau Rn) ¸si care, ˆın plus, satisface anumite condit¸ii de compatibil- itate cu o algebr˘a sau σ-algebr˘a de evenimente K anterior precizat˘a sau dedus˘a din contextul concret al fiec˘arei probleme Mult¸imea K este, ˆın general, probabilizat ˘a pe baza uneia dintre definit¸iile probabilit˘at¸ii ¸si odat˘a precizat acest cadru de lucru toate not¸iunile ulterioare se vor da relativ la elementele lui Condit¸iile suplimentare pe care trebuie s˘a le satisfac˘a funct¸ia X pentru a fi variabil˘a aleatoare sunt deci necesare pentru a putea r˘aspunde la ˆıntreb˘ari de tipul: ”Cu ce probabilitate ia X valori ˆın intervalul D?”, unde D este un interval din R (respectiv Rn), a, b ∈ R, a ≤ b Cu alte cuvinte, mult¸imile de forma {w ∈ |X(w) ∈ D} ( ) trebuie s˘a fie reprezentarea unui eveniment aleator din K pentru a putea fi evaluat ˘a probabilitatea cerut˘a Not˘am atˆat acest eveniment, cˆat ¸si reprezentarea sa ( ) prin {X ∈ D} sau prin X− (D) (ultima variant˘a denotat¸ie provine din teoria mult¸imilor unde este binecunoscut˘a sub numele de preimaginea lui D prin intermediul funct¸iei X) Observat¸ia Notat¸iile de mai sus se adapteaz˘a ˆın funct¸ie de cazul concret aflat ˆın discut¸ie: {X x} not = {ω ∈ |X(ω) > x}, (∀)x ∈ R; ( ) {a ≤ X x} ∈ K, ∀x ∈ R; ) {a ≤ X este o variabil˘a aleatoare real˘a, oricare ar fi vectorul real a = (a · · · , an) ∈ Rn, unde (ω) = Xn i= ai · Xi(ω), (∀)ω ∈ ( ) este produsul scalar uzual a doi vectori din Rn Analog se pot defini ¸si variabilele aleatoare cu valori ˆın mult¸imea numerelor complexe (este suficient s˘a lu˘am n = ˆın definit¸ia anterioar˘a ¸si s˘a folosim identificarea canonic˘a dintre R ¸si C): Definit¸ia O aplicat¸ie X : → C ( ) poart˘a numele de variabil˘a aleatoare complex˘a dac˘a Re(X) (i e partea real˘a a lui X) ¸si Im(X) (i e partea imaginar˘a a lui X) sunt variabilea aleatoare reale Reamintim c˘a: X(ω) = Re(X)(ω) + i · Im(X)(ω), (∀)ω ∈ ( ) Re(X)(ω) = X(ω) + X(ω) , (∀)ω ∈ ( ) Im(X)(ω) = X(ω) − X(ω) i , (∀)ω ∈ , ( ) unde X(ω) este conjugatul num˘arului complex X(ω) FUNCT¸ II DE REPARTIT¸ IE Funct¸ii de repartit¸ie Definit¸ia Fie X o variabil˘a aleatoare real˘a pe cˆampul de probabilitate ( ,K, P) Atunci funct¸ia F : R → [ , ] dat˘a prin F(x) = P(X xn ( ) Punem ˆın evident¸˘a ˆın continuare propriet˘at¸ile de baz˘a ale unei funct¸ii de repartit¸ie Teorema Funct¸ia sa de repartit¸ie F asociat˘a unei variabile aleatoare reale X are urm˘atoarele propriet˘at¸i: (F ) F este monoton cresc˘atoare pe R, adic˘a x cu p + q = (se spune c˘a p ¸si q sunt conjugate) Dac˘a X∈Lp( ,R) ¸si Y ∈Lq( ,R), atunci X·Y ∈L ( ,R) ¸si M(|X · Y |)≤||X||p · ||Y ||q ( ) Demonstrat¸ie Se utilizez˘a inegalitatea lui Young: ab≤ ap p + bq q , ∀a, b≥ , ( ) care se poate demonstra simplu, folosind faptul c˘a funct¸ia ln x este concav˘a sau detrminˆand extremele funct¸iei ub : [ ,∞) → R (b parametru real nenegativ), dat˘a prin ub(x) := xp p + bq q − bx, ∀x ≥ CARACTERISTICI NUMERICE ASOCIATE VARIABILELOR ALEATOARE Aplicˆand ( ), obt¸inem: |XY |≤|X|p p + |Y |q q ¸si prin urmare XY ∈L ( ,R) Putem presupune c˘a ||X||p · ||Y ||q > , c˘aci ˆın caz contrar cel put¸in una din cele dou˘a variabile aleatoare este zero aproape sigur ¸si deci inegalitatea se verific˘a ˆın mod trivial Aplicˆand din nou ( ) cu a = |X| ||X||p ¸si b = |Y | ||Y ||q , obt¸inem: |XY | ||X||p||Y ||q ≤ |X|p p||X||pp + |Y |q q||Y ||qq , de unde, prin trecere la medie, avem M(|XY |) ||X||p||Y ||q ≤ p + q = , adic˘a tocmai inegalitatea cerut˘a  Particularizˆand p = q = ˆın Teorema , obt¸inem: Teorema (Inegalitatea lui Cauchy-Schwartz) Dac˘a X, Y ∈L ( ,R), atunci X · Y ∈L ( ,R) ¸si  M(X · Y )  ≤M(X ) ·M(Y ) ( ) Luˆand Y = ˆın inegalitatea Cauchy-Schwartz, se reobt¸ine inegalitatea ( ) O consecint¸˘a imediat˘a a inegalit˘at¸ii lui H¨older este: Teorema (Inegalitatea lui Minkowski ) Fie p > ¸si X, Y ∈Lp( ,R) Atunci ||X + Y ||p≤||X||p + ||Y ||p ( ) Inegalitatea lui H¨older mai poate fi utilizat˘a ¸si pentru a stabili relat¸iile de incluziune dintre diferitele spat¸ii Lp( ,R): Propozit¸ia Dac˘a ≤s ), adic˘a se verific˘a (axiomele seminormei): (a) kXkp≥ , ∀X∈Lp( ,R) (b) kaXkp = |a|·kXkp, ∀a∈R, ∀X∈Lp( ,R) (c) kX + Y kp≤kXkp + kY kp, ∀X, Y ∈Lp( ,R) Urm˘atoarea propozit¸ie generalizeaz˘a inegalit˘at¸ile ( ) ¸si ( ) de mai sus: Teorema (Inegalitatea lui Jensen) Dac˘a X este o variabil˘a aleatoare iar g : R → R este o funct¸ie convex˘a continu˘a astfel ˆıncˆat X ¸si g(X) au medii finite, atunci g(M(X)) ≤ M(g(X)) ( ) Prezent˘am ˆın continuare cˆateva inegalit˘at¸i foarte importante ˆın studiul propriet ˘at¸ilor asimptotice ale ¸sirurilor de variabile aleatoare Teorema (Inegalitatea lui Markov ) Fie p > ¸si X∈Lp( ,R) Atunci P{|X −M(X)| ≥ a} ≤ M(|X −M(X)|p) ap , ∀a > ( ) Demonstrat¸ie Notˆand Ea = {|X −M(X)| ≥ a}, avem evident |X −M(X)| ≥ aϕEa ¸si prin urmare |X −M(X)|p ≥ apϕEa Trecˆand la medie, rezult˘a M|X −M(X)|p ≥ apP(Ea), adic˘a tocmai inegalitatea cerut˘a  Particularizˆand p = ˆın inegalitatea lui Markov, obt¸inem Teorema (Inegalitatea lui Cebˆa¸sev ) Dac˘a X∈L ( ,R), atunci P{|X −M(X)| ≥ a} ≤ D (X) a , ∀a > ( ) COVARIANT¸ ˘A S¸I CORELAT¸ IE Observat¸ia Luˆand ˆın inegalitatea lui Cebˆa¸sev a = · σ(X), obt¸inem c˘a P(M(X) − · σ(X) are loc inegalitatea P( max ≤k≤n |Sk −M(Sk)| ≥ ε) ≤ Pn k= D (Xk) ε , unde S = , Sk = X + · · ·Xk, k = , · · · , n Covariant¸˘a ¸si Corelat¸ie Foarte importanteˆın studiul gradului de dependent¸˘a dintre dou˘a variabile aleatoare sunt not¸iunile de covariant¸˘a ¸si corelat¸ie pe care le vom defini mai jos Sunt larg utilizate ˆın construirea multor modele statistice, cum ar fi, de exemplu, cele ˆıntˆalnite ˆın cadrul regresiilor simple ¸si multiple sau ˆın modelarea seriilor cronologice Fie X, Y dou˘a variabile aleatoare reale definite pe cˆampul de probabilitate ( ,K, P) Definit¸ia Dac˘a X, Y ∈L ( ,R), atunci covariant¸a variabilelor X ¸si Y se define¸ste prin relat¸ia: Cov(X, Y ) = M h (X −M(X)) · (Y −M(Y )) i ( ) Observat¸ia S˘a remarc˘am faptul c˘a, ˆın condit¸iile definit¸iei de mai sus, variabilele aleatoare X, Y au medii ¸si dispersii finite, iar Teorema ne arat˘a c˘a media prin care s-a definit covariant¸a are sens ¸si, ˆın plus, avem |Cov(X, Y )| ≤ p D (X) · D (Y ) ( ) ˆ In practic˘ a, pentru calculul covariant¸ ei se utilizeaz˘a ˆ ın general formula stabilit˘a de propozit¸ia urm˘atoare: CAPITOLUL VAR ALEAT -DECEMBER , Propozit¸ia (Formula de calcul a covariant¸ei) Dac˘a X ¸si Y sunt vari- abile aleatoare cu dispersii finite, atunci Cov(X, Y ) = M(X · Y ) −M(X) ·M(Y ) ( ) Demonstrat¸ie ˆ Intr-adev˘ar, explicitˆand ¸si efectuˆand calculele, rezult˘a: Cov(X, Y ) = M h (X −M(X)) · (Y −M(Y )) i = M h XY −M(X) · Y −M(Y ) · X +M(X) ·M(Y ) i = M(XY ) −M(X) ·M(Y ) −M(Y ) ·M(X) +M(X) ·M(Y ) = M(X · Y ) −M(X) ·M(Y )  Propriet˘at¸ile esent¸iale ale covariant¸ei sunt rezumate ˆın propozit¸ia urm˘atoare: Propozit¸ia Pentru orice X, Y ¸si Z variabile aleatoare cu dispersii finite ¸si pentru orice a, b ∈ R, avem: Cov(X,X) = D (X) ≥ , ( ) Cov(X, Y ) = Cov(Y,X) ( ) Cov(aX + bY,Z) = a · Cov(X,Z) + b · Cov(Y,Z) ( ) D (X + Y ) = D (X) + D (Y ) + · Cov(X, Y ) ( ) Prin urmare, covariant¸a are toate propriet˘at¸ile uzuale ale unui produs scalar pe spat¸iul L ( ,R) Formula ( ) se poate generaliza la cazul a n variabile aleatoare ˆın felul urm˘ator: Propozit¸ia Dac˘a X , ,Xn∈L ( ,R), atunci D ( Xn i= ai · Xi) = Xn i= a i · D (Xi) + · Xn ≤i − dac˘a a − dac˘a a astfel ˆıncˆat X·et X∈Lk( ,R) (k ∈ N), atunci mX este de k-ori derivabil˘a ˆıntr-o vecin˘atate I a originii ¸si m(k) X (t) = M(Xk · etX), pentru orice t ∈ I , de unde, luˆand t = , se obt¸ine M(Xk) = m(k) X ( ) CAPITOLUL VAR ALEAT -DECEMBER , Teorema Dac˘a X ¸si Y sunt dou˘a variabile aleatoare astfel ˆıncˆat funct¸iile lor generatoare de momente mX(t) ¸si mY (t) coincid ˆıntr-o vecin˘atate a lui zero, atunci X ¸si Y au aceea¸si distribut¸ie Aceast˘a teorem˘a este analoaga Teoremei prezentat˘a mai sus pentru funct¸ii caracteristice Comportamentul funct¸iei caracteristice la transform˘ari liniare este redat ˆın propozit¸ia urm˘atoare Chiar ¸si ˆın privint¸a transform˘arilor liniare, avem pentru funct¸iile generatoare un rezultat similar cu cel prezentat ˆın Propozit¸ia Propozit¸ia Dac˘a X este o variabil˘a aleatoare cu funct¸ia generatoare de momente mX(t), atunci variabila aleatoare Y = αX + β are funct¸ia generatoare de momente mY (t) = e tmX(αt) ( ) Demonstrat¸ia se face exact la fel ca ˆın cazul Propozit¸iei Exercit¸ii ¸si probleme Fie X o variabil˘a aleatoare cu repartit¸ia X :  − − − , , , , , , ,  S˘a se determine repartit¸iile variabilelor aleatoare Y = X + ¸si Z = (X− ) ˆ Intr-o urn˘a sunt de lozuri, fiecare fiind inscript¸ionat cu un num˘ar care reprezint˘a suma (ˆın euro) pe care o cˆa¸stig˘a persoana care ˆıl extrage de lozuri poart˘a cifra , de lozuri cifra , lozuri cifra , iar loz cifra Se face o singur˘a extragere Not˘am cu X variabila aleatoare care reprezint˘a suma cˆa¸stigat˘a ˆın euro S˘a se determine tabloul de repartit¸ie a lui X ¸si funct¸ia sa de repartit¸ie Fie X ¸si Y variabile aleatoare independente, cu repartit¸iile: X :   , Y :   S˘a se determine repartit¸iile variabilelor aleatoare: X + Y ; X − Y ; X · Y ; X − Y EXERCIT¸ II S¸I PROBLEME Variabilele independente X, Y au repartit¸iile: X :  − , , , ,  , Y :  , , ,  S˘a se determine repartit¸ia lui Z = min(X, Y ), precum ¸si repartit¸ia maximului, corelat¸ia lui X cu Y , covariant¸a lui X cu Y Fie X , ,Xn variabile aleatoare independente identic repartizate cu P(Xi = k) = N , k = , ,N, i = , , n S˘a se afle repartit¸ia variabilelor aleatoare (a) Zp = max(Xp , ,Xpn ), p ∈ { , }; (b) Yp = min(Xp , ,Xpn ), p ∈ { , } Se arunc˘a n monezi Fie X num˘arul total de steme care apar S˘a se calculeze media ¸si dispersia lui X Cu ocazia anivers˘arii a ani de la ˆınfiint¸area unei firme, se organizeaz˘a un concurs ˆın urma c˘aruia se vor repartiza ˆın mod aleator n monezi de aur la cei m angajat¸i ai firmei Astfel, fiec˘arui angajat i se asociaz˘a un num˘ar de la la m, numerele de la la m sunt trecute fiecare pe cˆate un bilet¸el, iar cele m bilet¸ele astfel rezultate se pun ˆıntr-o urn˘a ¸si se amestec˘a Extragerile din urn˘a se fac cu revenire, la fiecare extragere se d˘a cˆate o moned˘a angajatului corespunz˘ator num˘arului extras Definim urm˘atoarele variabile aleatoare: Ui=variabila aleatoare care d˘a num˘arul de monezi primite de angajatul cu num˘arul i V =variabila aleatoare care d˘a num˘arul de monezi primite de r angajat¸i specificat¸i X=variabila aleatoare care d˘a num˘arul de angajat¸i care nu primesc nimic Y =variabila aleatoare care d˘a num˘arul de angajat¸i care primesc cel put¸in monede Se cer: (a) Repartit¸iile variabilelor aleatoare Ui ¸si V (b) Mediile ¸si dispersiile variabilelor aleatoare Ui ¸si V (c) Mediile variabilelor aleatoare X ¸si Y (d) ˆ In cazul ˆın care m = , s˘a se determine explicit tabloul de repartit¸ie al lui X Presupunem c˘a variabila aleatoare X are valorile − , , ¸si c˘a P(X = ) = p, iar M(X) = m S˘a se determine repartit¸ia lui X (m ≤ p ≤ + m) Fie X ¸si Y dou˘a variabile aleatoare identic repartizate, avˆand repartit¸ia comun˘a  −  S˘a se determine repartit¸ia variabilei aleatoare X + Y , precum ¸si dispersia ei CAPITOLUL VAR ALEAT -DECEMBER , ˆ Intre un magazin ¸si o fabric˘a se ˆıncheie un contract care prevede ca fabrica s˘a asigure zilnic un lot de n articole, iar pentru controlul calit˘at¸ii magazinul s˘a aib˘a voie s˘a aleag˘a un singur articol din fiecare lot sosit; dac˘a se constat˘a c˘a acel articol e defect, atunci fabrica va pl˘ati magazinului o sum˘a de bani S Fie X variabila aleatoare care d˘a num˘arul de zile care au trecut pˆan˘a cˆand fabrica a pl˘atit pentru prima dat˘a suma S S¸tiind c˘a proport¸ia de produse defecte din fiecare lot adus zilnic la magazin este q, q ∈ ( , ), s˘a se determine: (a) Repartit¸ia lui X (b) Media ¸si dispersia lui X Fie X o variabil˘a aleatoare nenegativ˘a ¸si de medie finit˘a Ar˘atat¸i c˘a M(X) = ∞X n= P(X ≥ n) Se consider˘a dou˘a evenimente A, B pentru care P(A) = , P(B|A) = p, P(A|B) = ¸si variabilele aleatoare X, Y definite prin: X =  , dac˘a A se realizeaz˘a , altfel Y =  , dac˘a B se realizeaz˘a , altfel a) S˘a se determine M(X), M(Y ) ¸si corelat¸ia dintre X ¸si Y ; b) Pentru ce valori ale lui p sunt X, Y independente? S˘a se determine valoarea medie ¸si dispersia variabilelor aleatoare Y = | sinX|, Z = sin X, unde X are densitatea de repartit¸ie f(x) = cos x, x ∈ (− ,  ) Dac˘a X are densitatea de repartit¸ie f(x) =  a, ≤ x ≤ , ˆın rest s˘a se determine constanta pozitiv˘a a ¸si s˘a se calculeze densit˘at¸ile de repartit¸ie ale variabilelor aleatoare cX (c > ), X (α > ), lnX, eX S˘a se determine constanta k astfel ˆıncˆat f(x) = ke−|x|, x ∈ R s˘a fie o densitate de repartit¸ie Pentru ce valori ale parametrilor α ¸si β este funct¸ia urm˘atoare f(x) = ( − (e− x − e− x) dac˘a x > ˆın rest o densitate densitate de repartit¸ie? EXERCIT¸ II S¸I PROBLEME Pentru ce valoare a constantei c este funct¸ia f(x) =  cx( − x) pentru ≤ x ≤ ˆın rest o densitate de repartit¸ie? Calculat¸i valoarea medie ¸si variant¸a acestei repartit¸ii Pentru ce valoare a constantei c este funct¸ia f(x) = c α + (x − β) , ∀x ∈ R, cu parametrii α > ¸si β ∈ R o densitate de repartit¸ie? Admite aceast˘a repartit¸ie valoarea medie? Consider˘am funct¸ia f(t) =  ct( − t) pentru ≤ t ≤ ˆın rest ) Pentru ce valoare a parametrului c este f o densitate de repartit¸ie? ) Calculat¸i mediile variabilelor aleatoare Y = max(X, ), Y = min(X, ), dac˘a repartit¸ia variabilei aleatoare X are densitatea de repartit¸ie f de la punctul ) Fie X o variabil˘a aleatoare nenegativ˘a astfel ˆıncˆat X are moment de ordin α (α ≥ ) finit Dac˘a F este funct¸ia ei de repartit¸ie, ar˘atat¸i c˘a: M(X ) = α ∞ Z x − ( − F(x))dx Dac˘a X ,X , ,Xn sunt i i d astel ˆıncˆat Xi  −  , ∀i ≥ , s˘a se calculeze funct¸ia caracteristic˘a ¸si funct¸ia generatoare de momente a variabilei aleatoare X + + Xn Consider˘am c˘a venitul mediu lunar al unei familii ˆıntr-o t¸ar˘a este o variabil˘a aleatoare cu media (unit˘at¸i monetare) ¸si abaterea standard de (unit˘at¸i monetare) Care este probabilitatea minim˘a ca, alegˆand ˆıntˆampl˘ator familii, venitul mediu pe familie s˘a nu devieze cu mai mult de de unit˘at¸i monetare de la medie? CAPITOLUL VAR ALEAT -DECEMBER , Consider˘am c˘a durata de ardere a becurilor este o variabil˘a aleatoare cu media de de ore ¸si cu abaterea standard de de ore Determinat¸i o probabilitate minim˘a ca durata de ardere a unui bec ales la ˆıntˆamplare s˘a varieze cu mai put¸in de de ore de la valoarea medie de baz˘a Capitolul Repartit¸ii de probabilitate ¸si propriet˘at¸i asimptotice ale ¸sirurilor de variabile aleatoare ˆ In prima parte a acestui capitol vom pune ˆ ın evident¸ ˘a c ˆ ateva repartit¸ ii clasice de probabilitate frecvent folosite ˆın statistica matematic˘a, iar ˆın partea a doua, rezultatele fundamentale ale teoriei probabilit˘at¸ilor Repartit¸ii discrete Repartit¸ia binomial˘a Definit¸ia Spunem c˘a variabila aleatoare X are o repartit¸ie binominal˘a de parametri n ¸si p (n ∈ N, ≤ p ≤ ), dac˘a X ia valorile , , , n cu proba- bilit˘at¸ile P(X = k) = Ck npkqn−k, (∀)k ∈ { , , , , n} ( ) unde q = − p Vom nota ˆın acest caz X ∼ Bi(n, p) Se mai utilizez˘a denumirea de repartit¸ie Bernoulli Observat¸ia Cu alte cuvinte, X ∼ Bi(n, p) dac˘a ¸si numai dac˘a X este o variabil˘a aleatoare simpl˘a cu tabloul de repartit¸ie X  · · · k · · · n qn npqn− · · · Ck npkqn−k · · · pn · · ·  ( ) Denumirea acestei repartit¸ii provine, evident, de la schema clasic˘a cu acela¸si nume, pe baza c˘areia a fost construit˘a CAPITOLUL REPART CLASICE , DECEMBER , Propozit¸ia Dac˘a ˆın cadrul unei experient¸e aleatoare avem n evenimente independente, A ,A , ,An, toate cu aceea¸si probabilitate de realizare p (adic˘a P(Ai) = p, i = , , , n), atunci variabila aleatoare X care ne d˘a num˘arul de evenimente care s-au realizat ˆın urma efectu˘arii experient¸ei are o repartit¸ie bi- nominal˘a de parametrii n ¸si p Demonstrat¸ia rezult˘a foarte u¸sor aplicˆand schema lui Bernoulli D˘am acum dou˘a consecint¸e imediate ale Propozit¸iei , foarte utile ˆın multe probleme Propozit¸ia Fie E o experient¸˘a aleatoare ¸si A un eveniment asociat ei, cu probabilitatea de realizare p Atunci num˘arul X de realiz˘ari ale lui A pe parcursul a n repet˘ari independente ale experient¸ei aleatoare E este o variabil˘a aleatoare repartizat˘a binominal cu parametrii n ¸si p Propozit¸ia Dac˘a X ,X , ,Xn sunt n variabile aleatoare independente ¸si identic distribuite, cu tabloul de repartit¸ie comun X  q p  , ( ) atunci X + X + · · · + Xn ∼ Bi(n, p) Demonstrat¸ie Se aplic˘a Propozit¸ia pentru Ai = {Xi = }, ∀i = , , n ( )  Propozit¸ia Dac˘a X ∼ Bi(n, p), atunci: M(X) = np, D (X) = npq, ( ) unde q = − p Demonstrat¸ie Fiind vorba despre o repartit¸ie important˘a, vom da mai multe variante de demonstrare Varianta X fiind variabil˘a discret˘a, avem M(X) = Xn k= k · Ck npkqn−k = np Xn k= k n · Ck npk− qn−k ( ) REPARTIT¸ II DISCRETE Dar k n · Ck n = Ck− n− ( ) ¸si deci M(X) = np Xn k= Ck− n− pk− qn−k = np(p + q)n− = np ( ) Analog, M(X ) = Xn k= k · Ck npkqn−k = np Xn k= k k n · Ck npk− qn−k = = np Xn k= kCk− n− pk− qn−k = np Xn k= (k − )Ck− n− pk− qn−k+ +np Xn k= Ck− n− pk− qn−k = np(n − )p + np, deoarece penultima sum˘a reprezint˘a media unei variabile aleatoare repartizat˘a Bi(n − , p) iar ultima sum˘a este Xn k= Ck− n− pk− qn−k = (p + q)n− = Prin urmare M(X ) = np(n − )p + np ( ) ¸si deci D (X) = M(X ) −M (X) = npq ( ) Varianta Se poate utiliza tehnica obt¸inerii identit˘at¸ilor combinatoriale prin deriv˘ari de polinoame Considerˆand polinomul L(x) = (px + q)n ¸si dezvoltˆandu-l cu ajutorul binomului lui Newton, avem: L(x) = Xn k= Ck npkxkqn−k, (∀)x ∈ R ( ) Folosind aceste dou˘a explicit˘ari ale lui L, prin deriv˘ari succesive se pot calcula diversele momente ale lui X, ¸si anume: dL dx |x= = M(X) CAPITOLUL REPART CLASICE , DECEMBER , ¸si d dx  x · dL dx  |x= = M(X ) De aici, dispersia se evalueaz˘a la fel ca ˆın varianta Varianta Cu notat¸iile din Propozit¸ia , rezult˘a c˘a X ¸si X +X +· · ·+Xn au acea¸si medie ¸si aceea¸si dispersie, deoarece sunt dou˘a variabile aleatoare identic repartizate Prin urmare, M(X) = M(X + X + · · · + Xn) = M(X ) +M(X ) + · · · +M(Xn) ¸si D (X) = D (X + X + · · · + Xn) = D (X ) + D (X ) + · · · + D (Xn), pentru c˘a X ,X , · · · ,Xn sunt independente Avˆand ˆın vedere tabloul de repartit¸ie comun ( ) al acestor variabile simple, rezult˘a c˘a M(Xi) = p, D (Xi) = pq, ∀i = , , n ¸si ˆınlocuind ˆın formulele de mai sus obt¸inem valorile c˘autate  ˆ In propozit¸ ia urm˘ atoare evalu˘ am funct¸ ia generatoare ¸ si funct¸ ia caracteristic˘a pentru o variabil˘a repartizat˘a binomial Propozit¸ia Dac˘a X ∼ Bi(n, p), atunci mX(t) = M(etX) = (p · et + q)n, ∀t ∈ R, ( ) ϕX(t) = M(eitX) = (p · eit + q)n, ∀t ∈ R ( ) Demonstrat¸ie Variabilele aleatoare etX, eitX fiind simple, mediile lor se calculeaz ˘a cu formula uzual˘a: M(etX) = Xn k= etk · Ck npkqn−k = Xn k= Ck n · (et · p)kqn−k = (et · p + q)n Analog se evalueaz˘a ¸si funct¸ia caracteristic˘a  Teorema Dac˘a X ,X sunt variabile aleatoare independente ¸si dac˘a X ∼ Bi(n , p) ¸si X ∼ Bi(n , p), atunci X + X ∼ Bi(n + n , p) REPARTIT¸ II DISCRETE Demonstrat¸ie Varianta Folosind formula combinatorial˘a Xk j= Cjn · Ck−j n = Ck n +n , ( ) avem P(X + X = k) = Xk j= P(X = j,X = k − j) = = ( Xk j= Cjn · Ck−j n )pkqm+n−k = Ck n +n pkqm+n−k, pentru orice k = , n + n , ceea ce implic˘a X + X ∼ Bi(n + n , p) Reamintim c˘a identitatea ( ) poate fi demonstrat˘a prin induct¸ie sau se poate obt¸ine egalˆand coeficientul lui xk din dezvolt˘arile ( +x)n ·( +x)n ¸si ( +x)n +n Varianta Rezult˘a u¸sor aplicˆand Teoremele ¸si (sau Teoremele ¸si ) T¸ inˆand cont de Propozit¸ia de mai sus, avem ϕX +X (t) = ϕX (t) · ϕX (t) = (p · eit + q)n · (p · eit + q)n = (p · eit + q)n +n , ∀t ∈ R Prin urmare, X + X are acea¸si funct¸ie caracteristic˘a pe care o are ¸si o variabil˘a repartizat˘a Bi(n +n , p), deci ˆın mod necesar trebuie s˘a avem X +X ∼ Bi(n + n , p)  Repartit¸ia Poisson Definit¸ia Spunem c˘a variabila aleatoare X este repartizat˘a Poisson de parametru λ, dac˘a X ia valorile , , , n, , cu probabilit˘at¸ile P(X = k) = λk k! e−, (∀)k ∈ N ( ) Not˘am ˆın acest caz X ∼ Po(λ) Observat¸ia Cu alte cuvinte, X ∼ Po(λ) dac˘a ¸si numai dac˘a X este o variabil˘a aleatoare simpl˘a cu tabloul de repartit¸ie X  · · · n · · · e− λe− · · · n n! e− · · ·  ( ) Distribut¸ia Poisson mai poart˘a numele ¸si de legea evenimentelor rare ¸si se mai noteaz˘a cu π CAPITOLUL REPART CLASICE , DECEMBER , Repartit¸ia Poisson este des utilizat˘a pentru aproximarea repartit¸iei binomiale ˆın situat¸iile ˆın care n este foarte mare Mai precis, are loc urm˘atoarea: Teorema (Poisson, ) Dac˘a (pn)n∈N este un ¸sir de numere reale din [ , ] ¸si dac˘a lim n→∞ n · pn = λ, atunci, pentru k ∈ N fixat, avem lim n→∞ Ck npkqn−k = λk k! e− ( ) S˘a calcul˘am acum, pentru repartit¸ia Poisson, funct¸ia caracteristic˘a ¸si funct¸ia generatoare de momente Propozit¸ia Dac˘a X ∼ Po(λ), atunci mX(t) = M(etX) = e(et− ), ∀t ∈ R, ( ) ϕX(t) = M(eitX) = e(eit− ), ∀t ∈ R ( ) Demonstrat¸ie T¸ inˆand seama de dezvoltarea ˆın serie a funct¸iei exponent¸iale ∞X r= θr r! ! = e, ∀θ ∈ R, avem: mX(t) = ∞X k= etk e−λk k! ! = e− ∞X k= (etλ)k k! = e−eet = e(et− ), ∀t ∈ R ˆ In mod analog se determin˘a ¸ si funct¸ ia caracteristic˘ a  Caracteristicile numerice de baz˘a ale repartit¸iei Poisson sunt stabiliteˆın propozit¸ia urm˘atoare: Propozit¸ia Dac˘a X ∼ Po(λ), atunci M(X) = D (X) = λ ( ) REPARTIT¸ II DISCRETE Demonstrat¸ie D˘am ¸si aici dou˘a variante de solut¸ionare: Varianta Cum X este o variabil˘a discret˘a, avem: M(X) = ∞X k= k λk k! e− = e− ∞X k= k λk k! = e−λ ∞X k= λk− (k − )! = λ, ( ) deoarece e = ∞X k= λk− (k − )! ( ) Pentru calculul lui M(X ) vom proceda la fel ca ˆın cazul repartit¸iei binomiale: M(X ) = ∞X k= k λk k! e− = ∞X k= k λk (k − )! e− = e−λ ∞X k= (k − + ) λk− (k − )! = λ e− ∞X k= λk− (k − )! + λe− ∞X k= λk− (k − )! = λ e−e + λe−e = λ + λ Prin urmare, D (X) = M(X ) −M (X) = λ + λ − λ = λ ( ) Varianta Am v˘azut ˆın Propozit¸ia c˘a mX(t) = e(et− ), ∀t ∈ R Prin urmare, putem determina momentele repartit¸iei Poisson calculˆand derivatele acestei funct¸ii ˆın zero: M(X) = d dt mX(t)|t= = e(et− )λet|t= = λ, ( ) M(X ) = d dt mX(t)|t= = e(et− )λet + e(et− )λ e t|t= = λ + λ, ( ) de unde, la fel ca mai sus, deducem D (X) = λ  Teorema Dac˘a X ,X sunt variabile aleatoare independente ¸si dac˘a X ∼ Po(λ ) ¸si X ∼ Po(λ ), atunci X + X ∼ Po(λ + λ ) CAPITOLUL REPART CLASICE , DECEMBER , Demonstrat¸ie Pentru orice k num˘ar natural, avem: P(X + X = k) = Xk j= P(X = j,X = k − j) = Xk j= P(X = j) · P(X = k − j) = Xk j= λj j! e− · λk−j (k − j)! e = e(λ + λ ) k! Xk j= Cj kλj λk−j = = (λ + λ )k k! e−( + ), deci ˆıntr-adev˘ar X + X ∼ Po(λ + λ ) Desigur, se poate da ¸si o alt˘a variant˘a de demonstrat¸ie, bazˆandu-ne pe propriet˘at¸ile funct¸iei caracteristice sau funct¸iei generatoare care au fost prezentate mai sus  Repartit¸ia hipergeometric˘a Fie N, n dou˘a numere naturale nenule cu n ≤ N ¸si fie p ∈ [ , ] astfel ˆıncˆat Np este un num˘ar natural Definit¸ia Vom spune c˘a X urmeaz˘a o repartit¸ie hipergeometric˘a de parametri N, n, p dac˘a: P(X = k) = CkN pCn−k Nq CnN , ( ) pentru orice k ce verific˘a max( , n − Nq) ≤ k ≤ min(n,Np) (q = − p) Not˘am ˆın acest caz X ∼ H(N, n, p) Observat¸ia Repartit¸ia hipergeometric˘a are la baz˘a schema bilei nerevenite: considerˆand o urn˘a ce cont¸ine N bile, dintre care Np albe, iar restul negre, probabilitatea ca ˆın urma a n extrageri f˘ar˘a revenire din acea urn˘a s˘a obt¸inem k bile de culoare alb˘a este dat˘a de formula ( ) Propozit¸ia Dac˘a X ∼ H(N, n, p) (N > ), atunci M(X) = np, D (X) = N − n N − npq REPARTIT¸ II DISCRETE Se poate ar˘ata c˘a pentru valori mari ale lui N repartit¸ia H(N, n, p) se poate aproxima cu repartt¸ia Bi(n, p) Repartit¸ia geometric˘a Definit¸ia Spunem c˘a variabila aleatoare X are o repartit¸ie geometric˘a de parametru p ( ≤ p ≤ ), dac˘a X ia valorile , , , cu probabilit˘at¸ile P(X = k) = pqk, (∀)k = , , , , ( ) unde q = − p Vom nota ˆın acest caz X ∼ Geom(p) Observat¸ia Cu alte cuvinte, X ∼ Geom(p) dac˘a ¸si numai dac˘a X este o variabil˘a aleatoare discret˘a cu tabloul de repartit¸ie X  · · · k · · · p pq · · · pqk · · ·  ( ) Denumirea acestei repartit¸ii provine din faptul c˘a probabilit˘at¸ile de pe linia a doua a tabloului de mai sus formeaz˘a o progresie geometric˘a de rat¸ie q Propozit¸ia Dac˘a X ∼ Geom(p) ( b Demonstrat¸ie Avˆand ˆın vedere formula de leg˘atur˘a dintre F ¸si f, avem F(x) = Zx −∞ f(t)dt =   , x ≤ a x R a dt b−a , x ∈ (a, b] Rb a dt b−a , x > b =   , x ≤ a x−a b−a , x ∈ (a, b] , x > b  Propozit¸ia Dac˘a X ∼ U(a, b), atunci M(X) = b + a ¸si D (X) = (b − a) Demonstrat¸ie Cu definit¸iile uzuale, avem: M(X) = Zb a tdt b − a = b + a , M(X ) = Zb a t dt b − a = b + ab + a , de unde D (X) = M(X ) − (M(X)) = (b−a)  ˆ In ce prive¸ ste funct¸ ia caracteristic˘a ¸ si funct¸ ia generatoare de momente, avem urm˘atorul rezultat: Propozit¸ia Dac˘a X ∼ U(a, b), atunci ϕX(t) = ( , t = , eitb−eita it(b−a) , t = , ( ) mX(t) = ( , t = , etb−eta t(b−a) , t = ( ) CAPITOLUL REPART CLASICE , DECEMBER , Demonstrat¸ie Fie Y = X−a b−a Din Propozit¸ia rezult˘a c˘a Y ∼ U( , ) Evalu˘am mai ˆıntˆai funct¸ia caracteristic˘a a variabilei Y : ϕY (t) = Z eitxdx = eit − it pentru t = ˆ In zero, orice funct¸ie caracteristic˘a are valoarea Funct¸ia caracteristic ˘a a lui X se deduce u¸sor aplicˆand formula dat˘a ˆın Propozit¸ia Analog se procedez˘a pentru determinarea funct¸iei generatoare  Repartit¸ia Normal˘a Este una dintre cele mai importante repartit¸ii, pe ea bazˆandu-se foarte multe analize statistice Definit¸ia Vom spune c˘a o variabil˘a aleatoare X are o repartit¸ie normal˘a (sau gaussian˘a) de parametri m ¸si σ, dac˘a X are densitatea de repartit¸ie f(x) = σ√ π e−(x−m)  , x ∈ R ( ) Vom nota X ∼ N(m, σ ) Dac˘a X ∼ N( , ), vom spune c˘a X are o repartit¸ie normal˘a standard ¸si vom nota densitatea ei cu φ(x), iar funct¸ia sa de repartit¸ie cu (x), adic˘a: φ(x) = √ π e−x , x ∈ R, ( ) (x) = Z x −∞ √ π e−u du, (∀)x ∈ R, ( ) Funct¸ia  mai poart˘a numele de funct¸ia lui Laplace Referitor la not¸iunile introduse ˆın definit¸ia de mai sus, d˘am ˆın continuare cˆateva propriet˘at¸i imediate Propozit¸ia Dac˘a X ∼ N(m, σ ), atunci X−m  ∼ N( , ) Aceast˘a propozit¸ie ne arat˘a c˘a este suficient s˘a ne restrˆangem atent¸ia asupra repartit¸iei normale standard, deoarece propriet˘at¸ile unei repatit¸ii normale oarecare pot fi u¸sor deduse pe baza transform˘arii pus˘a ˆın evident¸˘a mai sus Aceast˘a REPARTIT¸ II CONTINUE idee apare ˆın multe din rezultatele de mai jos Datorit˘a acestui rol de referint¸˘a a repartit¸iei N( , ), pentru funct¸ia sa de repartit¸ie  s-au ˆıntocmit tabele de valori, foarte utile atunci cˆand avem de calculat probabilit˘at¸i concrete ale repartit¸iei normale sau cˆand efectu˘am testarea anumitor ipoteze statistice bazate pe legea normal˘a Aceste tabele statistice cu valorile lui  sunt ˆın general ˆıntocmite doar pentru valorile pozitive ale lui x, deoarece pentru aflarea celorlalte valori se poate utiliza: Propozit¸ia Funct¸ia lui Laplace verific˘a: (x) + (−x) = , (∀)x ∈ R ( ) Exemplul S˘a evalu˘am cu ajutorul tabelului statistic al valorilor funct¸iei  urm˘atoarele probabilit˘at¸i: P(m − σ ≤ X ≤ m + σ), P(m − σ ≤ X ≤ m + σ) ¸si P(m − σ ≤ X ≤ m + σ), unde X ∼ N(m, σ ) Conform formulelor uzuale care leag˘a probabilitatea ca o variabil˘a aleatoare s˘a ia valori ˆıntr-un interval ¸si funct¸ia sa de repartit¸ie, avem: P(m − σ ≤ X ≤ m + σ) = P(− ≤ Y ≤ ) = ( ) − (− ) = ( ) − = , P(m − σ ≤ X ≤ m + σ) = P(− ≤ Y ≤ ) = ( ) − (− ) = ( ) − = , P(m − σ ≤ X ≤ m + σ) = P(− ≤ Y ≤ ) = ( ) − (− ) = ( ) − = , unde Y = X−m  ∼ N( , ) Prin urmare, ˆın cazul repartit¸iei normale, regula celor σ funct¸ionez˘a cu un procentaj de , % S˘a determin˘am acum funct¸ia generatoare ¸si funct¸ia caracteristic˘a pentru repartit¸ia X ∼ N(m, σ ) Teorema Dac˘a X ∼ N(m, σ ), atunci funct¸ia sa generatoare de momente este mX(t) = M(etX) = emt+ t , (∀)t ∈ R, ( ) iar funct¸ia sa caracteristic˘a ϕX(t) = M(eitX) = eimt− t , (∀)t ∈ R ( ) CAPITOLUL REPART CLASICE , DECEMBER , Demonstrat¸ie Avˆand ˆın vedere comportamentul acestor funct¸ii la transform˘ari liniare, este suficient s˘a le evalu˘am ˆın cazul repartit¸iei normale standard Prin urmare, vom calcula doar mY ¸si ϕY , unde Y = X − m σ ∼ N( , ), conform Propozit¸iei Cu definit¸iile uzuale, funct¸ia generatoare a lui Y este mY (t) = M(etY ) = Z ∞ −∞ √ π etx · e−x dx = Z ∞ −∞ √ π e− (x − tx)dx = Z ∞ −∞ √ π e t · e−(x−t) dx = e t · Z ∞ −∞ √ π e−(x−t) dx = e t · Z ∞ −∞ √ π e−u du = e t · Z ∞ −∞ φ(u)du = e t , (∀)t ∈ R Am f˘acut mai sus schimbarea de variabil˘a u = x − t ¸si am folosit apoi faptul c˘a φ este o densitate de repartit¸ie, prin urmare Z ∞ −∞ φ(u)du = Analog se procedez˘a ¸si pentru a ar˘ata c˘a funct¸ia caracteristic˘a a lui Y este ϕY (t) = e−t , (∀)t ∈ R  Teorema Dac˘a X ∼ N(m, σ ) atunci M(X) = m, ¸si D (X) = σ ( ) Demonstrat¸ie Varianta Cacul˘am mai ˆıntˆai media ¸si dispersia variabilei aleatoare Y = X−m  ∼ N( , ) Avem M(Y ) = ∞ Z −∞ uφ(u)du = , pentru c˘a φ este o funct¸ie par˘a Momentul de ordinul este M(Y ) = ∞ Z −∞ u √ π e−u du = √ π ∞ Z −∞ (−u)(−ue−u )dt REPARTIT¸ II CONTINUE = √ π (−ue−u ) | ∞| −∞ + √ π ∞ Z −∞ e−u du = √ π ∞ Z −∞ e−u du = ∞ Z −∞ φ(u)du = Prin urmare M(Y ) = ¸si D (Y ) = , de unde M(X) = σM(Y ) + m = m, D (X) = σ D (Y ) = σ Varianta Media ¸si momentul de ordinul se obt¸in u¸sor, calculˆand derivatele ˆın zero ale funct¸iei caracteristice sau generatoare, ambele calcule fiind f˘acute ca ˆın Teorema  Teorema Dac˘a X ∼ N( , σ ), atunci M(X k− ) = , (∀)k ≥ ( ) M(X k) = · · · · · ( k − )σ k = ( k − )! k− (k − )! σ k, ∀k ≥ ( ) Demonstrat¸ie Aplicˆand definit¸iile momentelor respective ¸si integrˆand prin p˘art¸i, obt¸inem urm˘atoarea formul˘a de recurent¸˘a: M(Xk) = (k − )σ M(Xk− ), k = , , , ˆ Ins˘a M(X) = , M(X ) = D (X) = σ , de unde prin ˆ ınlocuiri succesive obt¸ inem imediat formulele din enunt¸ul teoremei Ca alternativ˘a de calcul, se observ˘a ca aceea¸si formul˘a de recurent¸˘a poate fi obt¸inut˘a si derivˆand funct¸ia generatoare de momente (sau funct¸ia caracteristic˘a) asociat˘a repartit¸iei N( , σ )  Teorema Dac˘a X ,X , · · · ,Xn sunt n variabile aleatoare independente ast- fel ˆıncˆat Xi ∼ N(mi, σ i ), i = , , · · · , n, atunci Xn i= aiXi ∼ N( Xn i= aimi, Xn i= a i σ i ), oricare ar fi a , a , · · · , an numere reale Demonstrat¸ia acestei teoreme are la baz˘a idei similare cu cele prezentate ˆın cazul variantei de demonstrare a Teoremei CAPITOLUL REPART CLASICE , DECEMBER , Repartit¸ia Log-Normal˘a Definit¸ia Vom spune c˘a o variabil˘a aleatoare X are o repartit¸ie Lognormal ˘a de parametrii a ¸si σ, dac˘a X are densitatea de repartit¸ie f(x) = σx√ π e−(ln x−a)  , x > ( ) Vom nota X ∼ LogN(a, σ ) Propozit¸ia Dac˘a X ∼ LogN(a, σ ), atunci lnX ∼ N(a, σ ) Propozit¸ia Dac˘a X ∼ LogN(a, σ ), atunci M(X) = ea+ , D (X) = e a+ (e − ) Demonstrat¸ie Rezult˘a imediat folosind leg˘atura cu repartit¸ia normal˘a, ¸si anume, notˆand Y = lnX ∼ N(a, σ ), avem X = eY , deci M(X) = ϕY ( ) = ea+ , M(X ) = ϕY ( ) = e a+  , de unde, aplicˆand formula de calcul a dispersiei, obt¸inem D (X) = M(X ) −M (X) = e a+ (e − )  Repartit¸ia Gamma Definit¸ia Vom spune c˘a o variabil˘a aleatoare real˘a X are repartit¸ia gamma de parametri α ¸si β (α > , β > ) dac˘a densitatea sa de repartit¸ie este f(x) = β · 􀀀(α) e−x x − · R+(x), ∀x ∈ R, ( ) unde 􀀀(α) = ∞R e−xx − dx, ∀α > este funct¸ia lui Euler Vom nota X ∼ γ(α, β) REPARTIT¸ II CONTINUE Folosind integrarea prin p˘art¸i, se verific˘a u¸sor urm˘atoarea proprietate de recurent¸˘a a funct¸iei 􀀀: 􀀀(p) = (p − )􀀀(p − ), ∀p > ( ) Se deduce imediat de aici c˘a 􀀀(n) = (n − )!, ∀n ∈ N∗ ( ) Printr-un calcul direct sau f˘acˆand apel la propriet˘at¸ile densit˘at¸ii normalei standard, se deduce u¸sor ¸si urm˘atoarea valoare important˘a a funct¸iei 􀀀: 􀀀( ) = √π ( ) ˆ In ce prive¸ ste funct¸ ia caracteristic˘a ¸ si funct¸ ia generatoare a repartit¸ iei Gamma, avem: Propozit¸ia Dac˘a X ∼ γ(α, β), atunci mX(t) = M(etX) = ( − β · t)− , (∀)t ), dac˘a densitatea sa de repartit¸ie este f(x) =  , x ≤ ae−ax, x > ( ) Vom nota X ∼ Exp(a) Observat¸ia Se observ˘a c˘a repartit¸ia Exp(a) coincide cu repartit¸ia γ( , a ), prin urmare propriet˘at¸ile de baz˘a ale repartit¸iei Exp(a) se pot deduce din cele ale repartit¸iei Gamma Propozit¸ia Dac˘a X ∼ Exp(a), atunci funct¸ia de repartit¸ie F a lui X este F(x) =  , x ≤ − e−ax, x > Propozit¸ia Dac˘a X ∼ Exp(a), atunci P({t ), atunci M(X) = ¸si D (X) = n n − ( ) Leg˘atura repartit¸iei Student cu alte repartit¸ii continue importante este dat˘a de teorema urm˘atoare Teorema Fie X ¸si Y dou˘a variabile aleatoare independente repartizate N( , ), respectiv χ (n) Atunci X q Y n ∼ t(n) ( ) Teorema precedent˘a d˘a o caracterizare important˘a a repartit¸iei Student, ce st˘a la baza diferitelor metode de testare a ipotezelor statistice Repartit¸ia Fisher-Snedecor Definit¸ia Vom spune c˘a o variabil˘a aleatoare real˘a X are repartit¸ia Fisher- Snedecor cu m ¸si n grade de libertate, dac˘a densitatea sa de repartit¸ie este f(x) == 􀀀(m+n ) 􀀀(m ) · 􀀀(n ) · m n m · x m −  + mx n −m+n R+(x), , ∀x ∈ R ( ) Vom nota X ∼ F(m, n) ˆ In ce prive¸ ste media ¸ si dispersia acestei repartit¸ ii, avem: Propozit¸ia Dac˘a X ∼ F(m, n), atunci M(X) = n n − (n > ), ( ) D (X) = n (n + m − ) m(n − )(n − ) (n > ) ( ) CAPITOLUL REPART CLASICE , DECEMBER , O alt˘a caracterizare a repartit¸iei F(m, n), foarte important˘a din punct de vedere statistic, este oferit˘a de teorema urm˘atoare: Teorema Dac˘a X ¸si Y sunt dou˘a variabile aleatoare independente, repar- tizate χ (m), respectiv χ (n), atunci X m Y n ∼ F(m, n) Avˆand ˆın vedere acest rezultat, putem acum defini u¸sor repartit¸iile F descentrate: Definit¸ia Dac˘a X ¸si Y sunt dou˘a variabile aleatoare independente, astfel ˆıncˆat X ∼ χ (m, θ) iar Y ∼ χ (n), atunci repartt¸ia variabilei aleatoare X m Y n , poart˘a numele de repartit¸ie Fisher-Snedecor descentrat˘a, de parametru de excentricitate θ, cu m ¸si n grade de libertate Propriet˘at¸i asimptotice Tipuri de convergent¸e Fie (Xn)n∈N un ¸sir de variabile aleatoare pe cˆampul de probabilitate ( ,K, P) Definit¸ia Vom spune c˘a ¸sirul de variabile aleatoare (Xn)n∈N converge aproape sigur la o variabil˘a aleatoare X, dac˘a P({ω : lim n→∞ Xn(ω) = X(ω)}) = ( ) Vom nota atunci Xn a s → X D˘am ˆın continuare cˆateva caracteriz˘ari ale acestui tip de convergent¸˘a Propozit¸ia S¸irul de variabile aleatoare (Xn)n∈N converge aproape sigur la X, dac˘a ¸si numai dac˘a pentru orice ǫ > : lim n→∞ P({ω ∈ : ∞[ k=n |Xk(ω) − X(ω)| ≥ ǫ}) = ( ) PROPRIET˘AT¸ I ASIMPTOTICE Teorema (Lema Borel-Cantelli) Fie (Xn)n∈N un ¸sir de variabile aleatoare Dac˘a pentru orice ǫ > ∞X n= P(ω ∈ : |Xn(ω) − X(ω)| ≥ ǫ) avem lim n→∞ Xn k= P({ω ∈ : |Xk(ω) − X(ω)| ≥ ǫ}) avem lim n→∞ P({ω ∈ : |Xn(ω) − X(ω)| ( ) Propozit¸ia Dac˘a Xn a s → X, atunci Xn P→ X Demonstrat¸ie S˘a consider˘am urm˘atoarele evenimente aleatoare: Ak = {ω ∈ : |Xk(ω) − X(ω)| ≥ ǫ}, k ∈ N CAPITOLUL REPART CLASICE , DECEMBER , Din cele spuse mai sus, avem: Xn P→ X ⇔ lim n→∞ P(An) = , ( ) Xn a s → X ⇔ lim n→∞ P( ∞[ k=n Ak) = ( ) Astfel, datorit˘a faptului c˘a P( ∞[ k=n Ak) =≥ P(An), rezult˘a c˘a [Xn a s → X] ⇒ [Xn P→ X] ( )  Reciproca acestei propozit¸ii nu este, ˆın general, adev˘arat˘a, dar are loc urm˘atorul rezultat: Teorema (Slut¸ki) Dac˘a un ¸sir de variabile aleatoare este convergent ˆın probabilitate, atunci el admite un sub¸sir convergent aproape sigur Definit¸ia Vom spune c˘a un ¸sir (Xn)n∈N de variabile aleatoare converge ˆın distribut¸ie (sau ˆın repartit¸ie) la o variabil˘a aleatoare X dac˘a lim n→∞ Fn(x) = F(x), ( ) ˆın orice punct x de continuitate al lui F( ), unde F este funct¸ia de repartit¸ie a lui X iar Fn reprezint˘a funct¸ia de repartit¸ie a lui Xn, (∀)n ∈ N∗ Vom nota ˆın acest caz Xn D→ X Teorema Dac˘a un ¸sir de variabile aleatoare este convergent ˆın probabilitate la X, atunci el converge ¸si ˆın distribut¸ie la X Reciproca acestei teoreme nu este, ˆın general, adev˘arat˘a, dar are loc urm˘atorul rezultat: Propozit¸ia Dac˘a ¸sirul de variabile aleatoare (Xn)n∈N converge ˆın distribut¸ie la o constant˘a c, atunci (Xn)n∈N converge ¸si ˆın probabilitate la c LEGI ALE NUMERELORMARI S¸I TEOREMA LIMIT˘A CENTRAL˘A Definit¸ia Dac˘a X,Xn ∈ Lr( ,R)(r ≥ ), ∀n ∈ N∗, vom spunem c˘a Xn converge ˆın medie de ordinul r la variabila aleatoare X ¸si vom scrie Xn Lr → X, dac˘a lim n→∞ E(|Xn − X|r) = ( ) Cu alte cuvinte Xn Lr → X dac˘a k Xn − X kr→ Teorema Dac˘a un ¸sir de variabile aleatoare este convergent ˆın media de ordinul r la variabila aleatoare X, atunci el converge ¸si ˆın probabilitate la X Demonstrat¸ie Folosind inegalitatea Markov ( ), rezult˘a c˘a: P(|Xn − X| ≥ ǫ) ≤ E(|Xn − X|r) ǫr ( ) pentru orice ǫ > ¸si cum limn→∞ E(|Xn−X|r) = , obt¸inem prin trecere la limit˘a rezultatul dorit  Teorema Dac˘a Xn Lr → X ¸si dac˘a ∞X n= E(|Xn − X|r) λ , ar˘atat¸i c˘a P(X ≤ k) > P(X ≤ k), ∀k ∈ N Fie X ∼ Po(λ) ¸si (Yi)n≥ un ¸sir de variabile aleatoare i i d , cu repartit¸ia comun˘a  q p  S˘a se arate c˘a variabila aleatoare XP i= Yi are o repartit¸ie Poisson Fie X : → N ¸si Y : → N dou˘a variabile aleatoare cu urm˘atoarele propriet˘at¸i: X ∼ Po(μ); Pentru n = , , , are loc P[{Y = k}|{X = n}] =  Ck npk( − p)n−k pentru k = , , , n pentru k > n unde < p < Determinat¸i repartit¸ia variabilei aleatoare Y Fie X o variabil˘a aleatoare a c˘arei funct¸ie de repartit¸ie F este strict cresc˘atoare Determinat¸i repartit¸ia variabilei aleatoare Y = F(X) Fie X ∼ U( , ) Determinat¸i densit˘at¸ile de repartit¸ie ¸si mediile variabilelor aleatoare Y = X + ; Z = √X + ; T = eX− , U = ln( +X); V = sin πX Fie X ∼ U( , π) ¸si fie Y = cosX ¸si Y = sinX Determinat¸i cov(Y , Y ) Sunt Y ¸si Y independente? Fie (Xn)n≥ un ¸sir de variabile aleatoare discrete astfel ˆıncˆat Xn are tabloul de repartit¸ie Xn  a + k a + k a + nk n n n  unde a, k ∈ R S˘a se arate c˘a M(Xn) = a+k· n+ , μ (Xn) = k · n − ¸si s˘a se studieze convergent¸a ˆın repartit¸ie a ¸sirului de variabile alatoare ( nXn)n≥ Fie X variabila aleatoare care indic˘a eroarea de m˘asurare a unui aparat S¸tiind c˘a X ∼ N( , ), determinat¸i probabilitatea ca din m˘asur˘atori independente, cel put¸in dou˘a s˘a fie din intervalul (− , ) CAPITOLUL REPART CLASICE , DECEMBER , Fie X variabila aleatoare care indic˘a eroarea de m˘asurare a unui aparat S¸tiind c˘a X ∼ N( , σ ), determinat¸i (ˆın funct¸ie de ) probabilitatea ca media aritmetic˘a a n m˘asur˘atori independente s˘a aprt¸in˘a intevalului (−ǫ, ǫ) Presupunˆand c˘a beneficiul zilnic al unui firme este o variabil˘a aleatoare X ∼ N( , ), s˘a se calculeze: (i) Probabilitatea ca beneficiul s˘a fie mai mic de lei (ii) Probabilitatea ca beneficiul s˘a fie cuprins ˆıntre ¸si lei Fie X ∼ Exp(λ) Calculat¸i valoarea medie a variabilei aleatoare Y = max(X, ) Durata de viat¸˘a a unui anumit tip de imprimant˘a produs de o firm˘a este o variabil˘a aleatoare X cu repartit¸ia Exp(a) S¸tiind c˘a media de viat¸˘a a imprimantelor de acest tip este de ani, determinat¸i parametrul a ¸si calculat¸i P( ≤ X < ) Dac˘a X ,X , ,Xn sunt i i d ¸si dac˘a Xi ∼ Exp(a), ∀i = , , n, determinat¸i densit˘at¸ile ¸si mediile urm˘atoarelor variabile aleatoare ) X + X , X − X , min(X ,X ) ) X + + Xn; ) max(X , ,Xn) Unui vˆanz˘ator de ˆınghet¸at˘a i se livreaz˘a zilnic o cantitate de ˆınghet¸at˘a spre comercializare El ¸stie c˘a cererea de ˆınghet¸at˘a este o variabil˘a aleatoare repartizat˘a exponent¸ial Pret¸ul de cump˘arare al unei unit˘at¸i de ˆınghet¸at˘a este de p lei, iar cel de vˆanzare al aceleia¸si unit˘at¸i este de p lei La sfˆar¸situl zilei se arunc˘a ˆıntreaga cantitate de ˆınghet¸at˘a nevˆandut˘a Cˆate unit˘at¸i de ˆınghet¸at˘a trebuie s˘a comande vˆanz˘atorul ˆın fiecare zi, astfel ˆıncˆat cˆa¸stigul scontat s˘a fie maxim? 